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Définition
On considere :
m un corps commutatif K muni des opérations +y et xy,

m un ensemble E muni d’'une addition (notée « + ») et d’'une
multiplication par un scalaire (notée « - »).

On dit que E est un espace vectoriel sur K (ou K-espace
vectoriel) si (E, +) est un groupe commutatif et si on a les
propriétés suivantes :

VaeK VY(X,y)EEXE a-(X+Yy) = a-X+a-Y,
Y(a,) e KxK VX €E (a+xB)-X = a-X+3-X,
V(ia,B) EKxK VXeEE a-(8-X) = (axgfB) X

vX € E g -X = X insn
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Lensemble K" des n-uplets

m Soit n € N*. ensemble produit E = K" défini par

K9 (o xe) [ X0 € KX € K}
muni des deux lois + et - définies pour tous (Xg,...,Xn) et
(y1,.-.,Yn) appartenant a K" et pour tout « € K par :
déf.
(X1, %) + (Yi,--5¥n) = (Xa+xY1- - Xn+wYn)
déf.
a-(Xg,...,%n) = (aXgXy,...,an XgXn)

posséde une structure de K-espace vectoriel.
m Un vecteur de K" est un n-uplet et on le note

Xn) € K”.‘

‘i:(xl,xz,---,

m L'élément neutre pour 'addition est le vecteur

Gr %€ 0,0,

.‘-
-E'

0) €K, 5
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Plan du cours

Structure d’espace vectoriel

Structure de sous-espace vectoriel
Indépendance linéaire et base algébrique
Espace de dimension finie

Rang d’une famille finie de vecteurs

B Somme de sous-espaces vectoriels
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Notation

m Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments
de K sont appelés scalaires.

m Les éléments X,¥,7,3,b,C, ...
On les note aussi parfois sans les fléches :

désignent des vecteurs.

X7y727a7b¢c

m Les éléments «, 5,7, a,b, c, ... désignent des scalaires.

C’est au mathématicien Giuseppe Peano
(1858, Cuneo - 1932, Turin) que nous devons
la premiere définition axiomatique d’un
espace vectoriel sur le corps R.
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Lensemble K[X] des polynémes sur K

m Lensemble E = K[X] des polyndmes sur K muni des deux
lois + et - définies pour tous P = (an)nen €t Q = (bn)nen
dans K[X] et pour tout « € K par :

P+Q =
a-P =

(an +x bn)neN

(O‘ XK a") neN

possede une structure d’espace vectoriel sur K.
m Les vecteurs de K[X] sont les polyndmes.

‘P:a0+a1X+..,+anX"e]K[X].‘

m Le vecteur nul est le polynéme Oxj € K[X].

ISh

‘o
.5.
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Plan du cours

Structure d’espace vectoriel
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Rappel
Rappelons que « (E, +) est un groupe commutatif » signifie :
e Pour tout (X, X", X") € E3, (X + X') + X" =X + (X' +X").
e Existence d’'un élément appelé zéro et noté Og dans E tel
que, pour tout X € E, Og + X = X + Og = X.
e Tout X € E possede un opposé dans I'ensemble E.
e Pourtout (X,X") € E3, X +X =X +X.

Remarque

Tout C-espace vectoriel est aussi un R-espace vectoriel.
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Lensemble A(Z,K) des applications de 7 vers K

m Soit 7 un ensemble. L'ensemble E = A(Z,K) des
applications de Z vers K muni des deux lois + et - définies
pourtousf:Z — K,g:Z — Kettouta € K par:

weT (fig)x) %

WeT (a-f)x) 9

f(x) +« 9(x)
a xg f(x)

possede une structure d'espace vectoriel sur K.
m Un vecteur de A(Z,K) est une application f : T — K a ne
pas confondre avec sa valeur f(x) en un point x € Z (c'est
un scalaire).
f € A(Z,K).
m Le vecteur nul est I'application qui a tout x € Z associe Og. .
On I'appelle I'application nulle. “§4INSR
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Cas particulier : les suites a valeurs dans K

m Lensemble E = A(N,K) des suites & valeurs dans K muni
des deux lois + et - définies pour toutes suites (Un),cy €t
(Vn)nen €t pour tout a € K par :

d
d

oY
=

(uﬂ)neN + (Vn)neN (u“ +tx v”)nel\!

- (uﬂ)n€N

@
=

(Oc Xk u”)neN

possede une structure d’espace vectoriel sur K.

m Un vecteur de A(N, K) est une suite (Up),cy & Ne pas
confondre avec son terme général u, (c’est un scalaire).

‘(un)neN € AN, K).‘

m Le vecteur nul est la suite de terme général nul. “g4INSR
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Combinaison linéaire de vecteurs

Cas d'une famille infinie

On dit qu’un vecteur X de E est combinaison linéaire de la
famille infinie (V;), _, s'il existe J C | tel que card(J) < +oo et si

H(Uzi)iEJ C K X= Z()zi\Ti.
i€l
Les scalaires «j, i € J, se nomment encore coefficients de la
combinaison linéaire. Ils sont en nombre fini.

Tout polyndme de K[X] est combinaison linéaire de la famille
infinie (X™)nen = (Lkpxy, X, - .-, X", X1, ). Par exemple, si
P =12XY — X alors J = {1,17} et ay = —1, 17 = 12 car

P= Z aiX' = agX + agrX .

ie{1,17} Insn
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Préambule : les suites de Fibonacci généralisées
Soit F I'ensemble des suites complexes (Un)nen Vérifiant :
vYneN Upip =Upt1 + Un.

Connaissons-nous des suites qui appartiennent a F ? Oui :
m la suite de Fibonacci (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, etc),
m la suite de Lucas (2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, etc).

On remarque les points suivants :

m La suite nulle appartienta F.
m Pour tous (Un)nen, (Vn)nen dans F et tous a, § dans C,

a(Un)nen + B(Vn)nen € F.

En résumé, on dit que F est un sous-espace vectoriel du
C-espace des suites complexes.
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Propriétés élémentaires

Proposition 1.1

Soit E un K-espace vectoriel. On a les propriétés suivantes :
m Pour tout vecteur X appartenant & E, O - X = O.
m Pour tout scalaire « dans K, « - 65 = GE.
m Pour tout scalaire « € K et pour tout vecteur X € E

(=a)-

m Soienta € KetX € E. Alors

—

=—(a-X)=a-(-X

Xy

—

oL

Xy

(e E < ((J/:O]K OU)?ZGE).

Remarque

Afin d'alléger les écritures, on note ax au lieu de « - X. “§iINSR
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Plan du cours
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Structure de sous-espace vectoriel

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon Cours de Mathématiques - Premiere Année ASINSA

Les espaces vectoriels 17
Préambule : équation différentielle homogeéne

Soit Sy I'ensemble de toutes les solutions sur R de I'équation
différentielle homogeéne suivante :

(Eo) ay”+by' +cy=0

ou (a,b,c) € K* x K x K. On remarque les points suivants :

m L'application nulle est solution sur R de (Ep).

m Siy; : R — K, y, : R — K sont deux solutions sur R de
(Ep) alors, pour tous «, 8 dans K, ay; + 8y, : R — K est
aussi solution sur R de (Ep).

En résumé, on dit que I'ensemble Sy des solutions sur R de
(Ep) est un sous-espace vectoriel du K-espace des
applications de R dans K.
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Combinaison linéaire de vecteurs

Cas d’'une famille finie

Définition 1.2

Soient E un K-espace vectoriel et V', V5, ...,V € E. On dit
que le vecteur X € E est combinaison linéaire des vecteurs
\71,\727 o0 7\7p Si

(a1, a2, .., ap) EKP X =gV +aaVp + ... + apVp.

Les scalaires ay, ay, ..., ap de K se nomment coefficients de la
combinaison linéaire.

.

Exemple 1.1

Tout vecteur X = (ay, ap, a3) € K° est combinaison linéaire des
trois vecteurs €; = (1,0,0), €, = (0,1,0) et €3 = (0,0, 1).

[
CiINSR
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Préambule : 'ensemble K,[X]

Soit n € N. Considérons I'ensemble suivant :

Kq[X] %" (P € K[X] | deg (P) < n}.

On remarque les points suivants :
m Ogpx) € Ky [X] car deg(Ok[x)) = —oc.
m SiP e Ky[X] et Q € Ky[X] alors P + Q € Kn[X].
m SiP € Ky[X] et € Kalors aP € Ky[X].

m Plus généralement, pour tous P, Q dans K,[X] et tous «,
dans K,
aP + 3Q e Kq[X].

En résumé, on dit que Kn[X] est un sous-espace vectoriel du

K-espace K[X]. witinsn
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Définition

Définition 2.1

Soient E un K-espace et F un sous-ensemble de E. On dit que
F est un sous-espace vectoriel de E (notation abrégée : s.e.v.)
siF #£(etsi

V(a,8) e K2 YXeF WeF aX+pycF.

Remarques

m Un sous-espace F de E n’est jamais vide puisque 5E cF.
m Les deux sous-ensembles {Og } et E constituent deux
sous-espaces vectoriels triviaux de E.

Proposition 2.1

Soient E un K-espace et F un sous-ensemble de E. Si F est
un sous-espace vectoriel de E alors F est un K-espace. insh
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Remarques Intersection de sous-espaces vectoriels Remarques

mSiGsev.deF etF sev.deEalorsGsev.deE. m Lintersection de sous-espaces F et G d’'un méme espace

= SiF est un sous-espace de E alors U (F) n'est pas un PEleEE 2,2 E n'est jamais vide : elle contient au moins le vecteur nul.

sous-espace de E car O ¢ Cg (F). Soient E un K-espace vectoriel et (F;)i¢; une famille (finie ou .

E le 2.1 infinie) de sous-espaces vectoriels de E. Alors l'intersection Og e FNG.
Xempe 2. H = N, Fi est un sous-espace vectoriel de E.
m Soient E un K-espace vectoriel et U € E. Lensemble - ~ m Considérons les deux sous-espaces F; et F, de I'espace
o e .
i Exemple 2.2 produit R< définis par :
KO By {al | o € K} :
' m SoientF; = {0} x Rx Ret F3 =R x R x {0}. Alors : F1 =R x {0} = {(x1,0) € R? | x; € R},
o i _ _ 2

est un sous-espace vectoriel de E. F1NFs = {0} xR x {0} = {(0,%,0) € R? | x, € R}. F, = {0} x R = {(0,x2) € R* | X2 € R}.

m Soit (a,b, c) € K. Lensemble
Ainsi, F; N F3 = R&, avec &, = (0,1,0). Alors, 'ensemble F1 U F, nest pas un sous-espace de R?
F= {(X17X27X3) € K3 | axy + bxp +cxg = 0} m Si U et V désignent deux vecteurs non colinéaires de R2 puisque (1,0) € Fy et (0,1) € Fz et
alors RUNRV = {Op.}.
. o o 1, 1)=(1,1 F1 UF,. P

est un sous-espace vectoriel de K3. INSR Z4INSR 1L0)+(01) =11 ¢FUF “g4insh
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Sous-espace vectoriel engendré par des vecteurs Remarque

Le sous-espace engendré par une famille de vecteurs ne

Soient V'y,. ..,V des vecteurs d’'un méme K-espace E. Définition 2.2 M
change pas lorsqu’on modifie I'ordre des vecteurs. Par

m Soit X une combinaison linéaire de (Vi)lgigm : Soient E un K-espace vectoriel et F = (V)1<i<m une famille exemple
m oo . . finie de vecteurs de E. On appelle sous-espace engendré par ' oL oL
Jag,..,om) €K™ X =aqVy+ ... 4 amVim, la famille F 'ensemble des combinaisons linéaires des Vect (U, U2, Us3) = Vect (U, s, Uy) .
m Soit y une combinaison linéaire de (Vi), . Vecteurs vy, v, ..., Vm. Autrement dit,
m def Exemple 2.3
E[ K™y = BiV1 + ... + BV vect (V... ,Vim) = {aaVa+.. +am? K"}, -
(B1,---,Bm) € Yy =0V1+...+ fnVm ect (Vy, ..., V) aVit...+amVm | (ag,...,am) € Soit G un vecteur d’'un K-espace E. On a

. ) ! . o
m Soit (a, §) € K*. Que pouvons-nous dire de oX + 5Y est alors dite génératrice du sous-espace

La famille (V) ., Vect (if) 9€" {at]aex} " K.
aX +8Y = alVi+...+amVm)+ B(BV1+ ...+ BmVm) Vect (Vq,...,Vm).
= (aa W1+ ...+ (aam + BBm)V, - - e =
(@ag + BB1V1 (eam + BBm)Vm Remarque En particulier :

®m Si U = O alors Vect (i) = {Og}.

m Si 0 # Og alors Vect (U) est appelée droite vectorielle

avec aqj + A6 € K, 1 <i<m.

S En particulier, Vect(Og) = {Og}.
m Rappelons que Og est combinaison linéaire de n'importe

o @ e
quelle famille de vecteurs. £l engendrée par 4. iNsh
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Exemples de sous-espaces engendrés dans R3

Exemple 2.4
Soient § etV deux vecteurs d'un K-espace E. On a Soient U et V deux vecteurs d’un K-espace E. Désignons par F
le sous-espace engendré par ces deux vecteurs. X Xs I
Vect (U, V) = {aJ+ﬁ\7‘a€K,ﬁeK}. F = Vect (i, V).

Si U # ~V pour tout v € K et V # /U pour tout 7 € K alors Quels sont les sous-espaces de F ? Suggestions :
Vect (U, V') est appelé plan vectoriel engendré par U et V. m {0z} sous-espace vectoriel de F ? oui.
Remarques m KU sous-espace vectoriel de F ? oui.

. . m KV sous-espace vectoriel de F ? oui.

= Supposons quiil existe € K tel que U = . ) B m K(U + V) sous-espace vectoriel de F ? oui.
m SiV # Og alors Vect (U, V) : droite vect. engendrée par V. ® K(—{ + 17V) sous-espace vectoriel de F ? oui.

m SiV = Og alors Vect (U,v) = {65}.

m Supposons qu'il existe 4/ € K tel que v = ~'U.
m Si U # Og alors Vect (U, V) : droite vect. engendrée par 4.
m Si 0 = O alors Vect (i, V) = {0g}.

Plus généralement, on vérifie que si (), 1) € K? alors
K(AU + uv') est aussi un sous-espace vectoriel de F.

“s4INSR “s4INSR “s4INSR
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Proposition 2.3

Soient E un K-espace et Vy,Vs,...,Vim, Vmy1 des vecteurs de
E. Si V1 est combinaison linéaire des m autres vecteurs

V1,Vo,...,Vy alors
Vect (\717\727-~~7\7m7\7m+1) = Vect (\71,\72,...,\7,11) 5
En particulier, Vect (\71,.‘.,\7,“,05) = Vect (Vq,...,Vm).

Exemple 2.5

Considérons dans R* les trois vecteurs

Vi=(1,1,0,-1), Vv>=(1,2,1,0), V3=(352-1).

Ona: vz =Vj+ 2V, Dol Vect(Vy, Vs, V3) = Vect(Vy,Vs). R
INSR
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Plan du cours
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Indépendance linéaire et base algébrique
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Famille libre
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Définition 3.2
Soient E un K-espace vectoriel et F = (V)1<i<p une famille
finie de vecteurs de E. Si la famille n’est pas liée, on dit qu’elle
est libre. On dit alors que les vecteurs V1, V5, ...,V sont
linéairement indépendants.

Comment montrer gu’une famille est libre ?
La propriété pour une famille F d’étre « libre » est la négation
de celle d’étre « liée » :

« F est libre » = non (« F est liée »).
Ainsi, la famille F = (Vq,. ..

Y(aq,...,ap) € KP

,Vp) est libre si

(a1,...,ap) =(0,...,0) ou a1\71+...+ap\7p7$65.

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon Cours de Mathématiques - Premieére Année ASINSA
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Remarque

Une conséquence est que I'on a :

m
Vect (Vy,...,Vi,...,Vm) = Vect(Vy,...,aVi+ Zﬁj\ﬂ-, e Vi)
j=Lj#i
pour tout o € K* et pour tout 3 € K, j € {1,2,...,m}\ {i}.
Cela signifie que
m on ne modifie pas I'espace engendré par une famille de
vecteurs lorsqu’on multiplie un des vecteurs par un
scalaire non nul,
m on ne modifie pas I'espace engendré par une famille de
vecteurs lorsqu’on additionne & un des vecteurs une

combinaison linéaire des autres (et uniquement des
autres) vecteurs.
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Famille liee
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Définition

Soient E un K-espace vectoriel et F = (V)1<i<p une famille
finie de vecteurs de E. On dit que la famille F est liée si I'on
peut trouver des scalaires a4, ay, . . ., op dans K dont un au

moins est non nul et tels que :

0&1\71 ar O{2\72 TP 000 AP ap\7p = 6E~
On dit alors que V'3, V75, . ..,V sont linéairement dépendants.
Autrement dit, la famille F = (V'q, ..

.,Vp) est liée si

(e, ...,ap) € KP

a1\71+...+ap\7p = Og.

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon Cours de Mathématiques - Premiere Année ASINSA
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Rappelons que : ( non(P) ou Q)

=non(P)

a1\71+...+ap\7p5£65 ou

(11\71+...+(xp\7p:65 = (0q,...,ap)=(0,...,0).

—P =Q

En d'autres termes, pour montrer que F = (V1,V, ...
une famille libre, il convient de montrer que la relation

,Vp) est

a1V1+aVa + ...+ apVp = O (appelée relation de liaison)

entraine . oy = ap = ... = ap = Ok.

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon Cours de Mathématiques - Premiere Année ASINSA
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Convaincu ? Considérons par exemple deux vecteurs v, et Vo
d’'un K-espace E. Supposons V'; # V', et V', # vV, pour tout
yeK.Ona:

ATTENTION Lopération qui consiste a additionner & un
vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs
doit étre manipulée avec précaution.

Vect(\71, \72) = Vect(\71, \72 — \71) = VECI(V]_ — \727 \72)
mais on a :

Vect(\71,\72) =+ Vect(\71 — \72,\72 - \71) = K(Vz — Vl)-

En effet, ni V1, ni v, n"appartiennent a la droite vectorielle
K(Vy — V7).

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon Cours de Mathématiques - Premiere Année ASINSA

Les espaces vectoriels

m Dans C?, les trois vecteurs

Vi=(1,0,1,1), V,=(0,2,2i,6), V3=(1,i,0,1+ 3i)

- . N
sont liés puisque v'; + SV Vs = Oca.

Remarques

m Pour une famille de vecteurs, la propriété d’'étre « liée » ne
change pas si I'on réarrange I'ordre des vecteurs. Par
exemple, si F = (V1,V,V3) est liée alors F' = (V,,V3,V1)
est aussi liée.

m Lorsque deux vecteurs d’'un méme espace vectoriel sont
liés, on dit gu’ils sont colinéaires.

m Lorsque trois vecteurs d’'un méme espace vectoriel sont
liés, on dit gu’ils sont coplanaires.

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon
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Exemple 3.2

m Dans K*, la famille F = (€1, €5, €3) ou

Cours de Mathématiques - Premiére Année ASINSA

€; =(1,0,0,0), €,=(0,1,0,0), €3=(0,0,1,0)
est libre. En effet, la relation de liaison
a1(1,0,0,0) + a,(0,1,0,0) + a3(0,0,1,0) = (0,0,0,0)
est équivalente a :
(a1, a2, 3,0) = (0,0,0,0).

On en déduit, par identification, que a; = ap = az = 0.
m Pour tout n € N, la famille 7, = (1,X,X2,...,X") est libre
dans K[X].

o
A
2
D
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osition 3.1 (Caractérisation d’une famille liée)
Une famille est liée si, et seulement si, un de ses vecteurs peut
s’écrire comme une combinaison linéaire des autres vecteurs
de la famille.

o

Exemple 3.3

Dans RR* les trois vecteurs
vi=(1,1,0,-1), Vv,=(1,2,1,0) et v3=(3,5,2,—1)

sont liés puisque I'un des vecteurs s’exprime comme une
combinaison linéaire des deux autres vecteurs. On a en effet :

\73 = \71 aF 2\72

La méthode permettant d’obtenir cette relation sera explicitée
ultérieurement (méthodes « des zéros échelonnés »). INsR
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Ecriture sous forme échelonnée

On considére les quatre vecteurs &, b, ¢, d de K® que nous
plagons en lignes superposées :

a ( a1, ap, as, a4, as ) avec a; #0,
b = ( 0, by, bz, bs bs ) avec by #0,
¢ = ( 0, 0, c3 €4, Cs ) avec cz#0,
d ( 0, 0, 0, d4 ds )avec ds+0.

La relation de liaison o18 + a25 + asC + a4cT = 6K5 s'écrit
[eZR:N1 =0
aray + azby =0
aqa3 + asbsz + aszcy =0
arag + aobg +a3Cs +a4dy = 0
Q185 + asbs + azCs + asds = 0

Dol oy = ap = a3 = as = 0 : la famille (é, 5,6,&) est libre.
F. STURM, Péle de Mathématiques, INSA de Lyon Cours de Mathématiques - Premiére Année ASINSA
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Base algebrique

Définition 3.3

Soient E un K-espace vectoriel et B une famille de vecteurs de
E. On dit que la famille B est une base algébrique de E si B est
a la fois une famille libre dans E et une famille génératrice de E.

Cas d'une famille finie - La famille finie B = (€1,€>,...,6n)
est une base de E si pour tout vecteur X € E
31 ((Jz]_, g, ... 7(ln) cK'" X = (Xlé]_ + ()/zéz +...+ anén.

Les éléments ay, ..., an de K sont appelés les coordonnées
(ou composantes) du vecteur X par rapport a la base B.
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Remarques

m La famille constituée d'un seul vecteur est liée si, et
seulement si, ce vecteur est nul.

m Toute famille contenant le vecteur nul est nécessairement
lige. Par exemple, dans R*, les trois vecteurs

Vi =(1,-2,12,17), V, = (V2,-v2,0,-7), V3 = (0,0,0,0)

sont liés puisque OV'; 4+ 0V + Vg = Oga.

Proposition 3.2

Soient E un K-espace et F une famille de E.
m Si F est libre alors toute sous-famille 7’ est libre.
m Si F est liée alors toute sur-famille 7' est liée.
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Proposition 3.3

Soient E un K-espace et Vy,. ..,V € E. Toute famille d’au
moins m + 1 vecteurs appartenant a Vect (V,...,Vn) est liée.

Par exemple, soient E un K-espace et V1, V5, V3 trois vecteurs
quelconques de E. Considérons les 4 vecteurs X1, X2, X3, X4 :

X1 = 3V + Vo + Vi
X2 = Vi — 2V + V3
)?3 = 7\71 — 2\72 + \73
)?4 = \71 — \72 + \73

Ces 4 vecteurs appartiennent & Vect (V1,V5,V3). Ils sont
nécessairement liés. On peut d'ailleurs obtenir la relation de
liaison :

>?1+>?2+)?3 73)2‘4 :6E-
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Cas d'une famille infinie - Soit B = (€));¢; avec | un ensemble
infini. La famille infinie B est une base de E si pour tout vecteur
X € E il existe J C | avec card(J) < +oo tel que

El (Ozi)iEJ C KJ X = Zaiéi.
iel
Les éléments («;)icy de K sont appelés les coordonnées du
vecteur X par rapport a la base B.

Exemple 3.4

m Soitn € N. By = (1,X,X2,...,X") : base de Knq[X].
B B =(1,X,...,X",...) : base de K[X].
m La famille B = (€1,€5,...,€n) avec

€ =(1,0,...,0), & = (0,1,...,0), ..., &, = (0,0,...,1)

est une base de K". C’est la base canonique de K". INsA
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Remarque

Soient E un K-espace etV € E. Alors F = (V,V) est liée. En
effet, on peut écrire (a« € K, « #0) :

av — aV = Og.

Ainsi, toute famille comportant deux vecteurs égaux est liée.
ATTENTION Si des vecteurs forment une famille libre
alors ils sont nécessairement tous distincts. La ré-
ciproque est bien évidemment fausse. Par exemple,
dans R4, les trois vecteurs
\71 = (1~ 17 07 71)7 \72 = (l~ 27 la O) \73 = (37 57 2*, 71)

sont distincts. lls sont liés.
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Corollaire 3.1

Si un espace E est engendré par m vecteurs alors toute famille
constituée d’au moins m + 1 vecteurs appartenant a E est liée.

Considérons par exemple le K-espace produit E = K3. Alors
les trois vecteurs (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) engendrent K3.
Pour s’en convaincre, soit (X1, X2, X3) € K3.0Ona:

(Xl7 X2, X3) = Xl(17 0, O) + X2(07 1, 0) + X3(07 0, 1)

Alors, toute famille constituée d’au moins 3 + 1 = 4 vecteurs de
K3 est nécessairement liée. C'est le cas par exemple des
guatre vecteurs :

(1,1,0), (1,2,1), (3,5,2), (12,2,-3).
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Plan du cours

Espace de dimension finie
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Définition 4.1
Soit E un espace vectoriel sur K.

m On dit que E est de dimension finie s'il existe une famille
finie de vecteurs générateurs de E.

m Dans le cas contraire, E est dit de dimension infinie.

Exemple 4.1

m Tout espace possédant une base finie est nécessairement
de dimension finie. C'est par exemple le cas de K" pour
tout n € N* et K,[X] pour tout n € N.

m Lespace K[X] est de dimension infinie.

m Soient E un K-espace (de dimension finie ou infinie) et
V1,...,Vm € E. Le sous-espace Vect (Vy,...,Vm) est, par
construction, de dimension finie.
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Exemple 4.3

Soit (a,b,c) € R* x R x R. Lensemble Sy des solutions sur R
de I'équation différentielle homogene

ay” + by’ +cy =0

est un K-espace de dimension 2. Base B de Sy ?
m Si A =Db?—4ac >0alors B = (x — €, x — e’?X) oll
p1 €t pp sont les racines de I'équation caractéristique.
m SiA=Db2—4ac=0alors B = (x — x&*,x — ™) ol j
est l'unique racine de I'équation caractéristique.
m Si A =b? — 4ac < 0 alors

B = (x — €™ cos(px),x — € sin(Bx))

ol « = Re(p) et 5 = Im(p) avec p une racine complexe de

[
I'équation caractéristique. Inzh

A\
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Plan du cours

Rang d’'une famille finie de vecteurs

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon

Cours de Mathématiques - Premiére Année ASINSA

Les espaces vectoriels

Considérons un espace E non réduit au vecteur nul.
Supposons E de dimension finie. Cela signifie qu'il posséde
une famille F génératrice de E et finie. La famille F est-elle
nécessairement libre ? Non.

m Si F est libre, c’est donc une base de E.

m Si F est liée alors on peut toujours extraire de F une
sous-famille 7' qui, elle, est libre. Il est clair que F’ est
encore génératrice de E. C'est donc une base (finie) de E.

Proposition 4.1

m Un K-espace (non réduit au vecteur nul) de dimension finie
posseéde au moins une base finie.

m Toutes les bases d’'un méme espace de dimension finie
ont méme cardinal.
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Lien entre le cardinal d’une famille génératrice ou libre

et celui d'une base

Proposition 4.2

Soient E un K-espace de dimension finie et n = dimg(E).
m Toute famille G génératrice de E vérifie :

card(G) > n.

En particulier, toute famille génératrice constituée de n
vecteurs est une base de E.

m Toute famille £ libre dans E vérifie :

card (£) < n.

En particulier, toute famille libre constituée de n vecteurs
est une base de E.

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon
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Rang d'un famille finie de vecteurs
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Définition 5.1

Soient E un K-espace et F = (V7y,.. .,
F la dimension du sous-espace (de E) engendré par F.

V). On appelle rang de

rg (F) cen dimg (Vect (Vg, ... ,\7,))).

Comment calculer le rang d’une famille de vecteurs ? |l faut
calculer la dimension du sous-espace F = Vect (\71, . ,\7p).
Pour cela, il convient :

dans un premier temps de trouver une base de F ;

dans un second temps d’en calculer le cardinal.
Comment trouver une base de F ? Elle s’obtient par extraction
a partir de la famille génératrice 7 = (V'y,...,Vp). o

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon Cours de Mathématiques - Premiere Année ASINSA
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Les espaces vectoriels
Dimension d’'un espace vectoriel
Définition 4.2

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K . On
appelle dimension de E le cardinal d’'une base de E :

dimg(E) det card (B)

ou B est une base de E, et on convient que dimg ({GE}) dgf. 0.

.

m dimg (K) = 1. En particulier, dimg (R) = 1, dim¢ (C) = 1.
m dimg (C) = 2.

m Soit n € N. dimg (Kn[X]) =n+ 1.

m Soit n € N*. dimg (K") = n. JINSR
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Remarque

Si £ = (Uy,...,Up) est une famille libre dans E avec p < n,
alors on peut trouver n — p vecteurs Vi, Vs,...,Vn_p € E tels
gue la sur-famille

B = (Uy,Up,...,Up,V1,V2,...,Vn_p)

est une base de E.

Proposition 4.3 (Dimension d’un sous-espace vectoriel)

Tout sous-espace vectoriel F d'un K-espace vectoriel E de
dimension finie est lui-méme de dimension finie et

En particulier, si dimg(F) = dimg(E) alors F = E.

F. STURM, Pdle de Mathématiques, INSA de Lyon
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Exemple 5.1

Considérons dans R* la famille F = (V'1,V,V3) avec

Cours de Mathématiques - Premiére Année ASINSA

\71 = (17 170571)7 \72 = (17 27 170)7 \73 = (37 572571)

Soit F le sous-espace engendré par ces trois vecteurs.
Ces trois vecteurs sont liés car Vi3 = V1 + 2V5. Ainsi,
F = Vect(\71, \72,\73) = Vect(\71, \72)

Posons F' = (V'1,V>). Il est clair que la famille 7 est libre.

Elle est aussi génératrice de F. C’est donc une base de F.
On a donc : dimg(F) = card(F’) = 2.
On en déduit alors le rang de la famille F :

rg (F) = dimg(F) = 2.

[
MINSR

.
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Remarques
m Puisque V'y, ..., Vp ne sont pas nécessairement libres :
rg (Va,...,Vp) <p.
m En particulier, si dimg(E) = n alors

rg (V,...,Vp) < min{n,p}.

Définition 5.2 (Droites et plans vectoriels, hyperplans)

Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace de E.
m F est appelé droite vectorielle si dimg (F) = 1.
m F est appelé plan vectoriel si dimg(F) = 2.

m En particulier, lorsque E est de dimensionn > 1, le
sous-espace F est appelé hyperplan vectoriel si

dimg(F) =n—1.
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Convention et notation

On convient des notations suivantes :
m Echange des lignes Ly et Ly :

Ly «— Ly
m Multiplication de la ligne Ly par le scalaire o € K* :
Ly «— alg
m Addition d’une ligne a une autre (5 € K) :
Ly «— Lk + ALy
m Echange de colonnes Cy et Cy :
Cx «— Cyr.
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...Etape r

et ainsi de suite, jusqu’a I'obtention a I'issue de I'étape r d'un
tableau de la forme suivante :

ajgg * * *
0 a), - * ®
T = 0 0 *
0 0 0 0
0 -~ 0 0 - 0

ou les coefficients a1, a,, . .., sont tous non nuls. Ce

sont les pivots. On obtient

rg(F) =r.

Cours de Mathématiques - Premiére Année ASINSA
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Les espaces vectoriels
La méthode des « zéros échelonnés »

But

Connaitre le rang d’une famille 7 = (Vq, ...
p vecteurs d’'un espace de dimension n.

,Vp) constituée de

Justification
Un sous-espace engendré par une famille finie de vecteurs est
inchangé

m si'on échange l'ordre des vecteurs,

m si 'on multiplie un vecteur par un scalaire non nul,

m si 'on ajoute a un des vecteurs une combinaison linéaire
des autres vecteurs.
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Etape 1

Supposons a;; # 0. Le but est de faire apparaitre p — 1 zéros
dans la premiére colonne au-dessous de ay; :

a a
Ly e—Lp—-2ly, Lge—Lg—21y, ..., Lpe—Lp—221,
aiy ail

et on dit que I'on a utilisé a;; comme pivot. On obtient :

a1 Az a3 a4 - A
! ! ! !
0 a/zz 3 Ay a/Zn
/ !
T = 0 a3 ag; ag - ag,
/ ! ! !
0 Ay Az Ay Ay

Discussion : si tous les coefficients ai’j sont nuls alors
rg(F) = 1. Sinon, on poursuit.
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Exemple 5.2

Soit la famille F = (V1,V,V3) de R* avec v, = (1,1,0, —1),
Vo= (1,2,1,0)etVs = (3,5,2,~1). Ona

110 -1 -

=121 o0 1,
352 -1 2
B =

D’ou rg(F) = 2. Les trois vecteurs sont donc liés. On a aussi :

\73 = \71 aF 2\72
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Méthodologie

On décompose chacun des vecteurs vy, Vo, ..., V), dans une
base quelconque B = (€1, €5, ...,€n) de E. On obtient

Vi = a31€1+a12€2+...+an€n
Vy = ap€1+ap€r+...+axnén
V3 = a3 €;+az€s+...+as €
Vp = @p1€1+2ap2€2+...+apm€n

On dispose alors les coordonnées en lignes superposées :

a;p a;z a3 a4 - A
A1 Az QA3 ap4 - Axp
To=| @1 @32 as3 a4 -+ Az
Qp1 Qp2 dp3 dpa -+ Apn
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Etape 2

Supposons a5, # 0. Le but est de faire apparaitre p — 2 zéros
dans la deuxieme colonne au-dessous de ayt
L3<_L3—%L2, Lp<_Lp—a+’2L2
22 22
et, cette fois-ci, c’est a),, qui a été utilisé comme pivot. On
obtient le tableau :

a1 A a3 a4 - A
! ! ! I

0 a, a/2/3 a/z/ YRR a/z/n

T, = 0 0 a5 ag - ag
" " "

0 0 aj ay, - ap

Discussion - Si tous les coefficients ai’j’ sont nuls alors
rg(F) = 2. Sinon, on poursuit!
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Plan du cours

B Somme de sous-espaces vectoriels
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Préambule

Considérons dans E = A(R, R) les sous-espaces vectoriels :
F={f e ARR) |Vx €R, f(x) =f(—x)}, (applications paires)
G = {f € A(R,R) | ¥x € R, f(—x) = —f(x)} . (applications impaires)

Il est possible d’écrire toute application f : R — R comme la
somme d’une application paire g : R — R et d’une application
impaire h : R — R puisque

vx eR f(x)= fx) +2f(_x) n f(x) —zf(—X)
=9g(x) =h(x)

On dira que I'espace E est la somme des deux sous-espaces
FetGetonnoteraE =F +G. “g4INSR
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Proposition 6.1

Une condition nécessaire et suffisante pour que la somme des
deux sous-espaces F et G soit directe est que F N G = {Og }.

Exemple 6.1

La seule application de R dans R qui soit a la fois paire et
impaire est I'application nulle. En d’autres termes,

FNG={xecR+—0€eR}

ou F désigne I'ensemble des applications paires et G
I'ensemble des applications impaires. La somme des deux
sous-espaces F et G est donc directe. On la note alors F & G.
Or, E = F + G. On peut alors écrire que

E=FaG. INsA
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Corollaire 6.1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, G deux
sous-espaces vectoriels de E. Si on a a la fois

Cours de Mathématiques - Premiére Année ASINSA

dimg(F) + dimg(G) = dimg(E) et FNG = {0g}

a}lors E=F&G.

A

Exemple 6.3

Considérons dans E = R3 les deux sous-espaces suivants :
m la droite vectorielle F = RU, ce qui suppose U # Og ;

m le plan vectoriel G = Vect(V,W ), ce qui suppose V' et w
libres entre eux.

Si U ¢ Vect(V, W) alors F N G = {Ogs}. De plus,

dimg(F) + dimz(G) = dimp(R%), dol F ®G = R®. insn
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Définition 6.1
Soient E un K-espace et F, G deux sous-espaces de E.
m La somme de F et G est le sous-espace de E défini par
F+G% 7 1 %6 | X €F,Xe € G}
m La somme de F et G est dite directe si
VXGF+G HliFGF 3')2‘(;66 i:%F+iG

Les vecteurs Xr et X sont alors appelés les composants
du vecteur X respectivement dans F et dans G. Le
sous-espace F + G se note alors F & G.

m F et G sont dits supplémentaires dans E si

S=F8E. insn
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Cas d’'un espace de dimension finie
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Théoréme 6.1 (de Grassmann)

Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces de
E. Si F et G sont de dimensions finies alors

dimK(F aF G) = dimK(F) TP dimK(G) = dimK(F N G).

Hermann Grassmann
(1809, Stettin - 1877, Stettin).

Remarque : si F et G sont supplémentaires dans E (avec E de
dimension finie) alors

dimK(E) = dimK(F) + dimK(G)‘
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Remarque

m Lensemble F + G est bien un sous-espace vectoriel de E.

m Les deux sous-espaces F et G de E constituent deux
sous-espaces évidents du sous-espace F + G.

m Si F et G sont de dimensions finies (non nécessairement
égales) alors le sous-espace F + G est lui-méme de
dimension finie eton a:

m Tout sous-espace d’'un K-espace vectoriel E possede au
moins un supplémentaire dans E.
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Exemple 6.2

m Considérons dans E = R® les deux sous-espaces
F = RR€; et G = R€5. On obtient :

Cours de Mathématiques - Premiére Année ASINSA

FOG=RxRx{0}#£R® et FNG = {0z}

dimR(F D G) = dimR(F) =F dimR(G) .
—_———— N —
=2 =1 =il

m Considérons dans E = R? les deux sous-espaces
F =R xR x {0} et G =R x {0} x R. On obtient :

F+G=R® et FNG =RéE,.

=3 =2 =2 =1
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