=) EPREUVE DE MATHS 1 (SM) UMBB-FS : 09/03/2016

Exercice 1: (5.5 pts)

|. Evaluer les formules suivantes en utilisant les tables de vérités.

DEP=>QVEe=P) 2)(Po QAP < Q)

[I. On considere les ensembles suivants :
A={12,5} ,B={{1,2},5},c={{1,2,5}},D={0,{1,2},5}
E={512},F={{1,2},{5}},6={{1,2},{5},5}, H={5,{1},{2}}
1) Quelles sont les égalités ou inclusions ou appartenance existant entre ces
ensembles ? (citeren5a6)
2) Donner le cardinal (le nombre d’éléments) de chacun de ces ensembles ?
3) Détérminer AN B, GUH, E— G et Cj (le complémentaire de A dans B).

4) Détérminer P(D) , 'ensemble des parties de 'ensemble D.

Exercice 2 : (3 pts)

Soit f: N> — N, I'application définie par f((n,m)) = m.n, ¥(n,m) € N2,
1) Soit n € N, donner un antécédent de n par f.
2) Déterminer f~H({1}), f7'({3}) et f~r({6D.

3) f est-elle injective ? f est-elle surjective ?

Exercice 3: (3 pts)

I. Ondéfinitdans Z larelation § par:as§bh ©a<b+1

Vérifierque 0§ 1 et 1§ 0 . Donner une conclusion directe.
II. Soit R la relation définiesur Z par: aRb ©a<b+1

Montrer que R est une relation d’ordre dans Z.
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Exercice 4 : (3 pts)

On munit 'ensemble G = [0, +[ de la loi de composition interne * définie par :
Vx,yEG,x*y=\/T+yZ.

1) Montrer que * est commutative , associative , et que 0 est I'élément neutre.
2) Qels sont les éléments symétrisables dans G par * ?

3) Montrer que I'application ¢:x — x? est un homomorphisme du groupe (G ,*)

vers le groupe (R,+)

Exercice 5: (5.5 pts)

l. Soit (U,),ey Une suite telle que Uy =4 et U,,.; =3 — ,vn € N.

2+U,
1) Montrer que Vn € N, U,, > 2.
2) Montrer que (U,),ey €St une suite monotone

3) Etudier sa convergence et donner sa limite eventuelle.

[I. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

1) lim, _,,.V3n+1—+v2n+1
2) lim,, _, ;. sin (n + %)

. 2nvn+1
3) lim o
) n—+ n2+1

4) lim,_, 4w (e‘4" + %) sinn

4in-1
2n+3

5) limn—>+°° (_ 1)n
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Corrigé de I'EPREUVE de MATHS 1 (SM)

Exercice 1 : (5.5 pts)

III. Evaluer les formules suivantes en utilisant les tables de vérités.

DEP=>QVE@E=P) 2)(Pe QAP Q)

Pl Q |P=>Q|Q=>P| (1) | PeQ| Q | Pe0Q | (2
1] 1 1 1 1 1 0 0 0
110 0 1 1 0 1 1 0
0| 1 1 0 1 0 0 1 0
0] 0 1 1 1 1 1 0 0

Conclusion : quelque soit la valeur de vérité des propositions P et , la propriété (1) est
vraie contrairement a la propriété (2) qui est fausse.

IV. On considere les ensembles suivants :
A={12,5} ,B={{1,2},5},c={{1,2,5}},D={0,{1,2},5}
E={512},F={{1,2},{5}},6={{1,2},{5},5},H={5,{1},{2}}

1) Quelles sont les égalités ou inclusions ou appartenances existant entre ces
ensembles ?(citeren 5 a 6)

e Ona:A=E,A€sC,BcD,BcG,E<cC(C etFcaG.
2) Donner le cardinal (e nombre d’éléments) de chacun de ces ensembles ?
e Card(A) =3,Card(B) =2,Card(C) =1,Card(D) = 3,
Card(E) = 3,Card(F) =2, Card(G) =3, Card(H) = 3.
3) DétérminerANB, GUH, E — G etC§ (le complémentaire de A dans B).

e ANB={5}, GUH ={{1,2},{5},5,{1},{2}},E— G = {1,2} et comme
A ¢ B alors on ne peut pas parler de Cg,le complémentaire de A dans B.

4) Détérminer P (D), 'ensemble des partis de 'ensemble D.
o P(D)=1{0{0},{{1,23},5{8,{1,2}},(0,5},{{1,2},5},{0,{1,2},5} }

(Rappelons que cad(P(D)) = 2@ (D) = 23 = g),
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Exercice 2: (03pts)
Soit 'application f: N? — N définie par f((n,m)) = m.n,V(n,m) € N?
1) Soit n € N, donner un antécédent de n par f.
e On cherche un couple (a,b) € N? vérifiant'équation f((a,b)) = n.

On a: f((a ,b)) =n © (a.b =n) = (aetbsont des diviseurs de n). Ainsi, il suffit de
prendre, par exemple,a = 1 et b = n alors (1,n) estl’'un des antécédents de n.

2) Déterminer f~1({1}), f~1({3}) et fi({6}).
o FTUID ={(n,m) e N2/f(n,m) = 1} = {(n,m) € N*/n.m = 1}
la condition n.m = 1 implique que n et m sont inversibles, or le seul entier naturel
inversible est 1 d'oun = m = 1 etparsuite f~1({1}) = {(1, D}.
o FUBY = {(n,m) € N2/f(n,m) =3} = {(n,m) € N2/n.m = 3}
la condition n.m = 3 implique que n et m divisent 3 ,qui et premier, alors
n,m € {1,3}. 1l endécoule que f~1({3}) ={(1,3), (3,1)}.
o IO = {(n,m) € N2/f(n,m) = 6} = ((n,m) € N?/n.m = 6}
(n.m = 6) = (net mdivisent 6) = n,m € {1,2,3,6}, on obtient ainsi
fdeh ={(1,6),(2,3),(3,2),(6,1)}
3) f est-elle injective ? f est-elle surjective ?
e d’apres ci-dessus:
f n’est pas injective puisque 3 admet deux antécédents différents (1,3) et (3, 1).
f est surjective puisque chaque n € N admet au moins un antécédent (1,n).
Exercice 3: (03 pts)
I.  Ondéfinitdans Z larelation$§ par:asbh ©a<b+1
Vérifierque 0 S 1 et 1S 0 . Donner une conclusion directe.
e0<1+1=>051et1<0+1=1S50.0nconclutquelarelationS§ n’est pas

antisymétrique

Il. SoitRlarelation définiesur Z par: aRb ©a<b+1
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Montrer que R est une relation d’ordre dans Z.

e R estunerelation d’ordre & R est réflexive , antisymétrique et transitive.

o R estréflexive ®@Vx €EZ,xRx
VXEZ,x<x+1=>xRx=>Restréflexive

e R estantisymétrique ©®Vx,yEZ,xRyetyRx=>x=y

VX, yEZ, (xRyetyRx)e (x<y+lety<x+1)

> (x<yety<x)=(x=y)=>R estantisymétrique

e R esttransitive e Vx,y,z€Z,xRyetyRz=>xRz

Soientx,y,z€Z telsque xRyetyRzex<y+lety<z+1=
sx<yety<z=>x<z=>x<z+1>=>xRz=> Resttransitive.

Conclusion : R est une relation d’ordre.
Exercice 4 : (03pts)
On munit’ensemble G = [0, +oo[ de la loi de composition interne * définie par:
‘v’x,yEG,x*y=\/x2—+yZ.
1) Montrer que * est commutative, associative , et que 0 est I'élément neutre.
e (x estcommutative)e Vx,y€EG,x*xy=y*x

Vx,yeG,xxy=,x*>+y?=,y*+x?=y=*x(cqfd)

e (x estassociative) © Vx,y,Zz€G,(xxy)*xz=xx*(y*2Zz)
Vxvyz€G,

(x*y)*z=(w/x2+y2)*2=J(w/x2+y2)2+22=\/x2+y2+22 =)
x* (y*2z) =x*(w/y2+zz) =\/x2+(w/y2+222)=\/x2+y2+22 = (II)

(I) = (II) = (* est associative)

e (O estl’élément neutre pour* )& Vx € G, x *0 = x.

VXEG x*0=vx2+02=vVx2=|x|=x,carx=>0.

Comme #* est commutative, 0 * x = x * 0 = x et finalement 0 est en effet
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L’élémént neutre.

2) Soit x € G, supposons que x admette un symétrique y

xxy=0 /x2+y?=00x>+y’=0x=y=0
Ce qui prouve que seul 0 est symétrisable par * dans G.
3) Montrer que I'application @:x — x% estun homomorphisme du groupe (G ,*)
vers le groupe (R, + ).
e ¢ est un homomorphisme & (Vx,y EG,plxxy) =)+ <p(y)).

Soient x,y € G,ona:

plx*y) = p(Yx? +y2) = (Yx? + yz)z =x2+y% = () + ¢(y) (cqfd).

Exercice 5: (5.5 pts)

4
24U, "’

I. Soit (U,),en une suite telle que Uy = 4 et U, =3 — vn € N.

1) Montrer que Vn € N, U,, > 2.

e parreccurence:ona Uy =4 > 2, supposons que U,, > 2 pour un certainn € N et
montrons que U, ;1 > 2.

Upy1>23— >2e — >-1e <1
n+l 2 + U, 2 + U, 2 + U,
2+ U, >4 U, >2
Comme U, > 2 par hypothese de récurrence alors U, > 2 = U, .1 > 2.
Conclusion:vn € N, U, > 2
2) Montrer que (U,,),,cy €st une suite monotone.
_y. 2 _
e Pourtoutn € N,onal,;; — U, =3— r_ U, = U +Un+2 _ 2-0n)WUpt])
2+ Uy, 2+Uy 24+Un

Comme pour toutn € N, U,, > 2, alors % >0et(2—-U,)<0doncU,, 1 —U, <0 et

(U, )nen €st une suite décroissante

3) Etudier sa convergence et donner sa limite eventuelle.
e On a montré que la suite (U,,),,cy est décroissante et minorée par 2, elle est donc
convergente. Notons ¢ sa limite. U,,; tend vers ¢ et f(U,,) tend vers f(¥).
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Donc: ¢ =f(f) & £ =3— 2%@32—3—220@({’—2)(€+1)=O
=> ({ =2o0uf=-1).Comme U, > 2pourtoutn € N,il faut £ > 2;

onadonc f#—-1etf=2.
[I. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

V3n+1+v2n+1
Vv3n+14++v2n+1

1) lim, 1 V3n+1—v2n+1=1lim, o (V3n+1—-v2n+1)

3n+1—-(02n+1) _ n
im = lim
n—to\3n4+14+vV2n+1 n=tey3n+14+V2n+1

n 1
= lim = lim = 400

n—+oo n+1 2n+1 n—+ow n+1 2n+1
n 7— T 2 7— T 2
n n n n

2) lim,, _, ., sin (n + %) = sin(m) = 0.

I 2nn+1 I ”Z(Z%Jrn“lf)
3) limy, _, 4 2 My 40 W = 0.

. _ 1\ .
4) lim,_, o, (e 4n 4 Z) sinn
Commeona:VneN,—1<sinn <1 = (sinn), est une suite bornée

Etona lim,_, o (6_4” + %) =0 alorslim,_,,q (e“‘” + %) (sinn) =0

Ou par le théoreme d’encadrement :
1 :
Comme e~ %" +->0 et Vne N,—1<sinn <1 alors

— (e““‘ + l) < (e“”‘ + l) (sinn) < (e“”‘ + l)
n n n

Et comme lim,,_, ;o (6_4" + %) = 0 alorslim,_, .« (6_4" + %) sinn =0

4in-1
2n+3

5) limn—>+oo (_1)n
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4n—1 : : :
e Notons U, = (—1)" 2:? cette suite ne converge pas puisque la sous- suite (U,,,)

_ _ (_qy2nBn—l _8n-1 8 _
tend vers 2 : (U,, = (—1) s s 2= 2

8n+3 _ 8n+3 8 _
An+5  4An+5 4

Tandisque la sous-suite U,,, ;1 tend vers -2 : (U,, 4, = (—1)?"*1

Conclusion la suite (U,) n’a pas de limite et diverge.
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