SVE 101 Feuille de cours 3: Equations Différentielles du second ordre. 2010/2011

Equations Différentielles du second ordre a coefficients constants.

Etape 0 : On cherche & résoudre 'équation différentielle (E) : ay”(x) + by'(z) + cy(x) = f(z),
ou a,b et ¢ sont des constantes réelles.

On associe a (E) I'équation homogene (H) : ay”(x) + by’ (z) + cy(x) = 0.
Etape 1 : On cherche les solutions générales yg(x) de (H) : ay”(z) + by/(x) + cy(z) = 0.
1. Equation caractéristique. On associe & (H) I’équation caractéristique (EC) suivante

(EC) : ar? +br +¢c =0,

et on note A = (b* — 4ac) son discriminant.

2. L’ensemble des solutions générales yg(z) de (H) sont données par le tableau suivant.

Discriminant A | Racines de ’équation (EC) Ensemble des solutions de (H) : S(g)
A>0 Deux racines réelles | Sy = {ya(x) = Ae™* + pe™*, A\, pu € R}.
—b— VA
m=—5—
2a
~b+ VA
rg = ———.
2a,
A=0 Une  racine . double  : | S ={yc(z) = Az +p)e™, \puecR}.
M =To=7T= %
A<O Deux  racines  complexes | Sy = {yc(z) = [Acos(Bx) + usin(Bx)] ™, A\, u € R},

ry=a+1i0, —b v—=A
] avec o = — et § = .
79 :a—@ﬁ_ 2a 2a

Etape 2 : On cherche une solution particuliere y,(z) de (E) : ay”(z) + by (z) + cy(z) = f(x).

1. Principe de superposition. Si f(z) = fi(x)+ fa(x)+- - -+ fu(x), on cherche une solution particuliere
Yp, (7) de Véquation (Ex) ay”(z)+by'(z)+cy(z) = 0 = fr(x). Une solution particuliere y,(z) de (E)
est alors donnée par

Yp(2) = Yp, () + Ypo (2) + -+ + p,. (@)

2. Utilisation du tableau. On cherche une solution particuliere y,(x) sous une certaine forme en
utilisant le tableau suivant.

3. Calcul de y,(x). Une fois la forme de y,(x) identifiée, on calcule y,(x) et y, (=) puis on injecte ces
quantités dans I’équation (E) ce qui permet d’identifier les parametres définissant y,(x).

Etape 3 : Les solutions de (E) sont données par :
Se) = {y(@) = ya(z) +yp(z), N\ p€R}.

Etape 4 : Si il y a des conditions initiales y(z¢) = 20 et y'(to) = S0, on calcule les constantes X et
correspondantes en injectant les conditions initiales dans la solution trouvée dans I’étape 3. On obtient alors
une unique solution au probleme.



Tableau :

est un polynoéme de méme degré que P(z) a déterminer, et A, B, ... sont des

Dans ce tableau, P(x) est un polynéme, w, «, 5 et k sont des nombres réels. D’autre part, Q(z)

constantes réelles a déterminer.

Second membre f(z) Solution Particuliere y,(x)

f(x) =k = cste yp(x) = A = cste
yp(x) = Q() sic#0,
f(x) = P(x) yp(x) = 2Q(x) sic=0et b+#0,
yp(z) = 2°Q(z) sic=b=0.
yp(x) = Aer® si k pas racine de (EC) : k # 11,k # r9,
f(z) = aet® yp(x) = Aze®™ i k racine simple de (EC) : 7y # 79,k = r1 ou 79,
yp(x) = Az?e"® i k racine double de (EC) : 71y =79 = 1 = k.
F(z) = avcos(wa) + Fsin(ws) yp(x) = Acos(wz) + Bsin(‘wx) s? (zw) pas‘ racine de (EC),
yp(z) = x [Acos(wz) + Bsin(wz)] si (iw) racine de (EC).

de (EC) : k # 11,k # 7o,
ple de (EC) : r; # ro,k = r1 ou 1o,

si k racine double de (EC) : ry =ry =71 = k.

yp(x) = Q(x)e™™ si k pas racine
f(z) = P(x)ek yp(x) = xQ(x)e"™  si k racine sim
yp(x) = 22Q(x)e™
ke 0 yp(x) = € [A cos(wx) + Bsin(wz)]
f(@) = ¢ larcos(we) + Bsin(wa) yp(x) = 2k [A cos(wz) + Bsin(wz)]

si (k + iw) pas racine de (EC),
si (k + iw) racine de (EC).




