Exo7

Dérivée d’une fonction

Vidéo M partie 1. Définition

Vidéo B partie 2. Calculs

Vidéo B partie 3. Extremum local, théoréme de Rolle
Vidéo B partie 4. Théoréme des accroissements finis

Exercices ¢ Fonctions dérivables

Motivation

Nous souhaitons calculer /1,01 ou du moins en trouver une valeur approchée. Comme 1,01 est
proche de 1 et que V1 =1 on se doute bien que v/T,01 sera proche de 1. Peut-on étre plus précis ?
Si l'on appelle f la fonction définie par f(x) = /x, alors la fonction f est une fonction continue en
x9 = 1. La continuité nous affirme que pour x suffisamment proche de xg, f(x) est proche de f(xg).
Cela revient a dire que pour x au voisinage de xo on approche f(x) par la constante f(xg).

y

Nous pouvons faire mieux qu’approcher notre fonction par une droite horizontale ! Essayons avec
une droite quelconque. Quelle droite se rapproche le plus du graphe de f autour de xg ? Elle doit
passer par le point (xg, f(x¢)) et doit «coller» le plus possible au graphe : c’est la tangente au graphe
en xo. Une équation de la tangente est

y = (x—x0)f (x0) + f(x0)

ot f'(x¢) désigne le nombre dérivé de f en xo.

On sait que pour f(x) = /x, on a f'(x) = ﬁ Une équation de la tangente en xo = 1 est donc
y=(x- 1)% + 1. Et donc pour x proche de 1 on a f(x) = (x — 1)% + 1. Qu’est ce que cela donne
pour notre calcul de /1,01? On pose x = 1,01 donc f(x) =1+ %(x— =1+ % =1,005. Et c’est
effectivement une trés bonne de approximation de /0,01 = 1,00498.... En posant A = x—1 on peut
reformuler notre approximationen : v1+h~1+ %h qui est valable pour A proche de 0.

Dans ce chapitre nous allons donc définir ce qu’est la dérivée d’une fonction, et établir les formules
des dérivées des fonctions usuelles. Enfin, pour connaitre ’erreur des approximations, il nous

faudra travailler beaucoup plus afin d’obtenir le théoréme des accroissements finis.


http://www.youtube.com/watch?v=5wpc0nsbBm4
http://www.youtube.com/watch?v=TNfUA1PxosI
http://www.youtube.com/watch?v=t1uRmjrMnp8
http://www.youtube.com/watch?v=VdsiZNpZs2A
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00013.pdf

1. Dérivée

1.1. Dérivée en un point
Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit x¢ € I.
Définition 1
f(x)—f(x0)
x

g
vers xg. La limite s’appelle alors le de f en xg et est noté f'(xg). Ainsi

f est si le taux d’accroissement a une limite finie lorsque x tend

X=X X —Xg

Définition 2

f est si f est dérivable en tout point xg € I. La fonction x — f'(x) est la
de £, elle se note f’ ou %.

Exemple 1

La fonction définie par f(x) = x? est dérivable en tout point x € R. En effet :

2 2
fx)—flxo) x°—x5 (x—2x0)(x+x0)
= = =x+x0
X — X0 X — X0 X —x0 x—%o

2x0.

On a méme montré que le nombre dérivé de f en xg est 2xp, autrement dit : f'(x) = 2x.

Exemple 2
Montrons que la dérivée de f(x) = sinx est f/(x) = cosx. Nous allons utiliser les deux assertions
suivantes : )
sinx . . . p—q p+q
—1 et sinp —sing = 2sin
x x—0 2 2

Remarquons déja que la premiére assertion prouve %é(o) = %

X
enxg=0et f'(0)=1.
Pour xg quelconque on écrit :

— 1 et donc f est dérivable

. . . X—X
f(x)—f(xg) sinx-—sinxg sin=75" X+ X0

X — % x—x9 = 2

xX+X0 X0

— cosxg et d’autre part en posant u = x_2 alorsu — 0

Lorsque x — x¢ alors d'une part cos

sinu _ 1 AlnSl f(x)—f(xo)

et ona == rx, COSXo et donc f'(x) = cosx.

1.2. Tangente
f(x)—f(x0)

N X—Xo
A la limite on trouve que le coefficient directeur de la tangente est f'(xp). Une équation de la

La droite qui passe par les points distincts (xo, f(x0)) et (x, f (x)) a pour coefficient directeur

au point (xg, f(xp)) est donc :

¥ =(x—x0)f'(x0) + f(x0) I




\
~

1.3. Autres écritures de la dérivée

Voici deux autres formulations de la dérivabilité de f en x.

-
Proposition 1

+h)-
— f est dérivable en x si et seulement si lim fxo +h) = f(xo) existe et est finie.

h—0 h
— f est dérivable en xg si et seulement s’il existe ¢ € R (qui sera f'(xg)) et une fonction

e:1 — R telle que e(x) —— 0 avec
X—Xo

f(x) = f(xo) + (x —x0)¢ + (x — x0)e(x).

Démonstration

11 s’agit juste de reformuler la définition de f'(xg). Par exemple, aprés division par x — xg, la deuxiéme
écriture devient
fx)—f(xo)

X —X0

0+ e(x).

Proposition 2

Soit I un intervalle ouvert, xg € I et soit f : I — R une fonction.
— Si f est dérivable en x( alors f est continue en xg.
— Si f est dérivable sur I alors f est continue sur 1.

Démonstration

Supposons f dérivable en x( et montrons qu’elle est aussi continue en ce point.
Voici une démonstration concise : partant de ’écriture alternative donnée dans la proposition 1, nous
écrivons

f(x) = fxg) + (x —x0)0 + (x — x0)e(x).

—_— —
-0 -0

Donc f(x) — f(xo) lorsque x — x et ainsi f est continue en x.
On reprend cette démonstration sans utiliser les limites mais uniquement la définition de continuité
et dérivabilité :
Oet

Fixons &' > 0 et écrivons f(x) = f(xo) + (x — x0)¢ + (x — x9)e(x) grace a la proposition 1, o1 £(x)

x—x0



2 = f'(x0). Choisissons 6 > 0 de sorte qu’il vérifie tous les points suivants :
-6<1
- 5|t <€
- si |x—xg| < 8 alors |e(x)| < & (c’est possible car £(x) — 0)

Alors I'égalité ci-dessus devient :

|£ ()= £ (x0)| = |(x — x0)€ + (x — x0)e ()|
< |x—xol - [£] + |x — xo] - [&(x)]
<6l¢| + o€ pour |x —xg| <&

<ée +e =26

Nous venons de prouver que si |x — x| < alors | f@X)-f (x0)| < 2¢', ce qui exprime exactement que f
est continue en xg.

Remarque

La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est continue en 0 mais
n’est pas dérivable en 0.

y=lxl

En effet, le taux d’accroissement de f(x) = |x| en xo = 0 vérifie :

)= f0) _ lx| _ +1 six>0

x-0 X -1 six<0'

Il y a bien une limite a droite (qui vaut +1), une limite a gauche (qui vaut —1) mais elles ne
sont pas égales : il n’y a pas de limite en 0. Ainsi f n’est pas dérivable en x = 0.
Cela se lit aussi sur le dessin il y a une demi-tangente a droite, une demi-tangente a gauche

mais elles ont des directions différentes.

Mini-exercices

1. Montrer que la fonction f(x) = x® est dérivable en tout point xo € R et que f'(xg) = 3x(2) .

2. Montrer que la fonction f(x) = \/x est dérivable en tout point xg > 0 et que f’(xg) = 5 1

ENTR
3. Montrer que la fonction f(x) = v/x (qui est continue en xy = 0) n’est pas dérivable en
x0=0.

4. Calculer ’équation de la tangente (T) & la courbe d’équation y = x3 —x% — x au point

d’abscisse x¢ = 2. Calculer x; afin que la tangente (7'1) au point d’abscisse x; soit paral-
lele a (T).

5. Montrer que si une fonction f est paire et dérivable, alors f’ est une fonction impaire.




2. Calcul des dérivées

2.1. Somme, produit,...

~ D

Proposition 3

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout x €1 :
- (f+8)@)=f'(x)+g'(x),
- (Af)(x) = Af'(x) ot1 A est un réel fixé,
-(f % g)(x) = f'(x)g(x) + f (x)g' (),
- (} @=-£Z sifw 0,
_ ( g )’(x) _ [@8@-@E'® (o () £0).

g(x)?

Remarque

Il est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions :

f (f)’: f's-rg"

f? g2

1 /
(F+8)=f'+g, A =Af', (fxg) =f'g+fg, (‘): g

f

Démonstration

Prouvons par exemple (f xg) = f'g+fg'.
Fixons x¢ € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(x) x g(x) :

fx)g(x) - f(x0)g(x0) _ f(x)—f(xo)g
x0

X —Xg x—

(x)

L 808G f'(x0)g(x0) + &' (x0) f (o).
X — X0 X—Xx0

Ceci étant vrai pour tout xg € I la fonction f x g est dérivable sur I de dérivée f'g+fg’.

2.2. Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules a connaitre, x est une variable. Le
tableau de droite est celui des compositions (voir paragraphe suivant), u représente une fonction

x— u(x).
Fonction Dérivée Fonction Dérivée
X" nx" 1 (nez) u” nu'u™ ! (nez)
1 _1 1 _u
x x2 u u?
11 1w
\/E 2 Jx \/ﬁ 2/u
x¢ ax® 1l (aeR) u® au'u®l (aeR)
e* e* el u'e®
1 u'
lnx x lnu u
cosx —sinx cosu —u'sinu
sinx cosx sinu u'cosu
!
tanx 1+tan?x = 12 tanu v (1+tan?u) = 2%
Ccos“Xx cos“u




Remarque

n 1

, 3 Vx et x® sont aussi des conséquences de la dérivée de

— Notez que les formules pour x

Iexponentielle. Par exemple x% = e*"* et donc
d d 1 1
—(x%) = _(ealnx) — a_ealnx —a=x%= axaf—l
dx dx x x

— Si vous devez dériver une fonction avec un exposant dépendant de x il faut absolument
repasser a la forme exponentielle. Par exemple si f(x) = 2* alors on réécrit d’abord

f(x)= e¥In2 pour pouvoir calculer f'(x)=In2- e*In2 1 9. 9%

2.3. Composition

p
Proposition 4

Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors go f est dérivable en x de dérivée :

(gof) @) =g'(f@) fx)

Démonstration

La preuve est similaire a celle ci-dessus pour le produit en écrivant cette fois :

gof-gof(xo) _&(f)-g(fx0) f@x)=Flxo)

X — X0 - f(x)— f(xo) X —x0 x—x0

g'(f(x0)) x f'(xo).

Exemple 3

Calculons la dérivée de In(1 + x2). Nous avons g(x) =In(x) avec g'(x) = }C set flx)=1 +x2 avee
f'(x) = 2x. Alors la dérivée de In(1 + x2) = gof(x)est

2x

(gof) @ =g (f@) f'@=g'(1+2%) 2x= .

Corollaire 1

Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f™1:J — I la
bijection réciproque. Si f' ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable et on a pour tout
xed:

Démonstration

Notons g = £ ! la bijection réciproque de . Soit yg € J et xg € I tel que yo = f(xo). Le taux d’accroisse-

ment de g en yq est :
g —-glyo)  gly)—xo

¥—0 flg) = f(xo)

Lorsque y — yp alors g(y) — g(yo) = x¢ et donc ce taux d’accroissement tend vers % Ainsi g'(yg) =




_1
f'(x0)"

Remarque

Il peut étre plus simple de retrouver la formule a chaque fois en dérivant I'égalité

fle@)=x

out g = ! est la bijection réciproque de f.
En effet & droite la dérivée de x est 1; & gauche la dérivée de f(g(x)) = fog(x) est f'(g(x))-g"(x).
Légalité f(g(x)) = x conduit donc & I'égalité des dérivées :

f'(gw)-g'x)=1.

Mais g = f~! donc

NN 1
)@= mry

Exemple 4
Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = x + exp(x). Etudions f en détail.
Tout d’abord :

1. f est dérivable car f est la somme de deux fonctions dérivables. En particulier f est
continue.

2. f est strictement croissante car f est la somme de deux fonctions strictement croissante.
3. f est une bijection car lim,_, o, f(x) = —oco et limy_. ;o f(x) = +00.

4. f'(x) = 1+exp(x) ne s’annule jamais (pour tout x € R).

Notons g = £~ la bijection réciproque de f. Méme si on ne sait pas a priori exprimer g, on
peut malgré tout connaitre des informations sur cette fonction : par le corollaire ci-dessus g
est dérivable et I'on calcule g’ en dérivant 'égalité f(g(x)) = x. Ce qui donne f’(g(x))-g'(x) =1

et donc ici
1

f'(g(x) 1+ exp (g(x)

Pour cette fonction f particuliére on peut préciser davantage : comme f(g(x)) = x alors g(x) +

g'x)=

exp (g(x)) = x donc exp (g(x)) = x — g(x). Cela conduit a :

el



y =x +exp(x)

/1 / Y=g

Y
)
%V

Par exemple £(0) =1 donc g(1) =0 et done g'(1) = 1. Autrement dit (f )= 1. Léquation
de la tangente au graphe de f~! au point d’abscisse x¢ = 1 est donc y = %(x -1).

2.4. Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit /' sa dérivée. Si la fonction f': T — R est aussi dérivable

on note "' =(f') la de f. Plus généralement on note :
f(O) — f’ f(l) — f,, f(2) — f/l et f(n+1) — (f(n))l
Si la ™ existe on dit que f est
4 N

Théoréme 1. Formule de Leibniz

(f_g)<n>=f(n),g+(’11) FOmD gDy (Z) FOR) g0 Ly o)

. v

Autrement dit :

k
k=0
La démonstration est similaire a celle de la formule du bindéme de Newton et les coefficients que

(F-8)™ = i (n) £k B,

I’on obtient sont les mémes.

Exemple 5
- Pour n=1onretrouve (f-g) =f'g+fg'.
- Pourn=2,ona(f-g)"=f"g+2f'g +fg".
Exemple 6

Calculons les dérivées n-iéme de exp(x)~(x2 + 1) pour tout n = 0. Notons f(x) = exp(x) alors
f'(x) = exp(x), f"(x) = exp(x),...,f ¥)(x) = exp(x). Notons g(x) = x% + 1 alors g'(x) = 2x, g"(x) = 2
et pour & =3, g®(x)=0.

Appliquons la formule de Leibniz :

(f_g)(n)(x) — f(n)(x)_g(x)+ (Z) f(n—l)(x)_g(l)(x)+ (g) f(n—2)(x)_g(2)(x)+ (g) f(n—3)(x).g(3)(x)+__.




On remplace f*)(x) = exp(x) et on sait que g®(x), g¥(x) =0,... Donc cette somme ne contient

que les trois premiers termes :
(f -g)(n)(x) =exp(x)- (x> + 1)+ (rlz) exp(x)-2x + (g) exp(x)- 2.

Que l'on peut aussi écrire :

nn-1)
2

(f 'g)(n)(x) = exp(x)- (x2 +2nx+ + 1).

Mini-exercices

1. Calculer les dérivées des fonctions suivantes : fi(x) = xInx, fo(x) = sin%, f3(x) =

V1+ V142, falx)= (ln(if—i)]%, f5(x) = x*, fe(x) = arctanx + arctan %

2. On note A(f) = L. Calculer A(f x g).

3. Soit f :]1,+oo[—]1—1, +ool définie par f(x) = xIn(x) —x. Montrer que f est une bijection.
Notons g = £ L. Calculer g(0) et g'(0).

4. Calculer les dérivées successives de f(x) = In(1 + x).

5. Calculer les dérivées successives de f(x) =1In(x) x5,

3. Extremum local, théoreme de Rolle

3.1. Extremum local

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.



Définition 3
- On dit que x( est un de f si f'(x0)=0.
— On dit que f admet un (resp. un ) il

existe un intervalle ouvert J contenant x( tel que
pour tout xeInd f(x)<f(xg)

(resp. f(x) = f(xp)).

— On dit que f admet un si f admet un maximum local ou un

minimum local en ce point.

y /—\
maximum global
|
|
minimums locaux < ! maximums locaux
|
|
|

Dire que f a un maximum local en x( signifie que f(xg) est la plus grande des valeurs f(x) pour les
x proches de xp. On dit que f : I — R admet un en xg si pour toutes les autres
valeurs f(x), x € I on a f(x) < f(x¢) (on ne regarde donc pas seulement les f(x) pour x proche de
x0). Bien stir un maximum global est aussi un maximum local, mais la réciproque est fausse.

Théoréeme 2

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction dérivable. Si f admet un maximum local
(ou un minimum local) en xg alors f'(x¢) = 0.

En d’autres termes, un maximum local (ou un minimum local) xg est toujours un point critique.
Géométriquement, au point (xg, f (xg)) la tangente au graphe est horizontale.

y




Exemple 7

Etudions les extremums de la fonction £ définie par fi(x) = x3 + Ax en fonction du parametre
A €R. La dérivée est f /’1(x) =3x2 + A. Si x( est un extremum local alors f /{(xo) =0.
- Si A >0 alors f}(x) >0 et ne s’annule jamais il n’y a pas de points critiques donc pas non
plus d’extremums. En anticipant sur la suite : f} est strictement croissante sur R.
- SiA=0alors f ;’L(x) = 3x2. Le seul point critique est xo = 0. Mais ce n’est ni un maximum
local, ni un minimum local. En effet si x <0, fo(x) <0 = fo(0) et si x >0, fo(x) >0 = fo(0).

- SiA<o0alors f(x)=3x2—|A| = 3(x + My -/, 11 y a deux points critiques x1 =
A 3 3
-1/ %I et xg = +\/%. En anticipant sur la suite : f/{(x) >0 sur ] —oo,x1[ et lxg, +oo[ et
fr(x) <0 sur ]x1,x2[. Maintenant f} est croissante sur ]—oo,x1[, puis décroissante sur
A

lx1,x9[, donc x7 est un maximum local. D’autre part f3 est décroissante sur Jxq,x9[ puis
croissante sur Jxg, +ool donc x9 est un minimum local.

x2

X1

A>0 A=0 A<0

Remarque

1. La réciproque du théoreme 2 est fausse. Par exemple la fonction f : R — R, définie par
f(x) = x2 vérifie £(0) = 0 mais xo = 0 n’est ni maximum local ni un minimum local.

2. Lintervalle du théoreme 2 est ouvert. Pour le cas d’un intervalle fermé, il faut faire
attention aux extrémités. Par exemple si f :[a,b] — R est une fonction dérivable qui
admet un extremum en xg, alors on est dans 'une des situations suivantes :

- Xp=aq,

- x0=0,

- x0 €la, bl et dans ce cas on a bien f’(xg) = 0 par le théoréme 2.

Aux extrémités on ne peut rien dire pour f'(a) et f'(b), comme le montre les différents
maximums sur les dessins suivants.

(
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3. Pour déterminer maxi, 31 f et ming, ) f (ou f :[a,b] — R est une fonction dérivable) il
faut comparer les valeurs de f aux différents points critiques et en a et en b.

Démonstration Preuve du théoréme

Supposons que xg soit un maximum local de f, soit donc / I'intervalle ouvert de la définition contenant
x0 tel que pour tout x e INeJ on a f(x) < f(xp).

— PourxelInd tel que x <xgona f(x)—f(xg)<0etx—x9<0donc %ﬁx‘)) = 0 et donc a la limite
_f@-fa)

limxﬁxo =
— Pourxe Ind tel que x >xg on a f(x)— f(xg) <0 et x—x9 >0 donc Lﬁx‘)) <0 et donc a la limite

X
lim, . L9-L50) <,

Or f est dérivable en xy donc

. f@)—f(xo) .. flx)—f(xp)
im = lim =

xX—%xg X — X0 x—xy X — X0

f'(x0).

La premiére limite est positive, la seconde est négative, la seule possibilité est que f'(xg) = 0.

3.2. Théoreme de Rolle

~

L

Alors il existe ¢ €]la, b tel que f'(c) =0.

Théoréme 3. Théoréeme de Rolle

Soit f :[a,b] — R telle que
— f est continue sur [a,b],
— f est dérivable sur Ja, bl

- fl@)=f£).

fl@=f@®) |-

ST )

Se

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est hori-
zontale.



Démonstration

Tout d’abord, si f est constante sur [a, b] alors n’importe quel ¢ €]a, b[ convient. Sinon il existe xg € [a, b]
tel que f(xg) # f(a). Supposons par exemple f(xg) > f(a). Alors f est continue sur I'intervalle fermé et
borné [a,b], donc elle admet un maximum en un point ¢ € [a,b]. Mais f(c) = f(x¢) > f(a) donc ¢ # a. De
méme comme f(a) = f(b) alors ¢ # b. Ainsi c €]a,bl. En ¢, f est donc dérivable et admet un maximum
(local) donc f'(c) =0.

Exemple 8

Soit P(X) = (X —a1)(X —ag)---(X — ay,) un polynéme ayant n racines réelles différentes :
a1<ag<---<Qap.

1. Montrons que P' a n—1 racines distinctes.
On considére P comme une fonction polynomiale x — P(x). P est une fonction continue
et dérivable sur R. Comme P(a1) = 0 = P(a2) alors par le théoréme de Rolle il existe
c1 €lay,as[ tel que P'(c1) = 0. Plus généralement, pour 1 <k <n -1, comme P(a;) =
0 = P(ap1) alors le théoréeme de Rolle implique I'existence de c; €lay,ar.1[ tel que
P’(c) = 0. Nous avons bien trouvé n —1 racines de P’ : ¢c1 <cg <--- < cp_1. Comme P’
est un polyndome de degré n — 1, toutes ses racines sont réelles et distinctes.

2. Montrons que P +P' a n—1 racines distinctes.
L'astuce consiste a considérer la fonction auxiliaire f(x) = P(x)expx. f est une fonction
continue et dérivable sur R. f s’annule comme P en ay,...,a,.
La dérivée de f est f'(x) = (P(x)+P’'(x)) expx. Donc par le théoréme de Rolle, pour chaque
1<k<n-1,comme f(ay)=0= f(ap,1) alors il existe yp €lay,ap1[ tel que f'(y;) = 0.
Mais comme la fonction exponentielle ne s’annule jamais alors (P + P’)(y;) = 0. Nous
avons bien trouvé n — 1 racines distinctes de P+ P’ : y1 <yg2 <-+- <7Yp_1.

3. Déduisons-en que P + P’ a toutes ses racines réelles.

P + P’ est un polynéme a coefficients réels qui admet n — 1 racines réelles. Donc (P +
PHYX)=X-y1) - (X -y,-1DQX) ou Q(x) = X — ¥, est un polynéme de degré 1. Comme
P + P’ est a coefficients réels et que les y; sont aussi réels, ainsi y, € R. Ainsi on a obtenu
une n-iéme racine réelle vy, (pas nécessairement distincte des autres ;).

Mini-exercices

1. Dessiner le graphe de fonctions vérifiant : f; admet deux minimums locaux et un maxi-
mum local ; fo admet un minimum local qui n’est pas global et un maximum local qui
est global ; f3 admet une infinité d’extremum locaux ; f4 n’admet aucun extremum local.

2. Calculer en quel point la fonction f(x) = ax? + bx + ¢ admet un extremum local.

3. Soit f :[0,2] — R une fonction deux fois dérivable telle que £(0) = f(1) = £(2) = 0. Montrer
qu’il existe c1,co tels que f/(c1) = 0 et f'(c2) = 0. Montrer qu’il existe c3 tel que f(c3) = 0.

4. Montrer que chacune des trois hypotheéses du théoréme de Rolle est nécessaire.

4. Théoreme des accroissements finis



4.1. Théoreme des accroissements finis
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Théoréme 4. Théoréme des accroissements finis

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur la,b[. Il existe c €]a, b] tel

f(b)—f(a)=f'(0)(b—a)l

que

o - -

e

W

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est paralléle
a la droite (AB) ou A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)).

Démonstration

Posons ¢ = f(b) f(a) et g(x) = f(x)—¢-(x—a). Alors g(a) = f(a), g(b) = f(b) - f(b) f(a) -(b—a)=f(a). Parle
théoreme de Rolle il existe c €la, b[ tel que g'(c) =0. Or g'(x) = f'(x) - ¢. Ce qu1 donne f'(c) = f(b) f(“)

4.2. Fonction croissante et dérivée

e D

Corollaire 2

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, bl[.
1. Vx€la,bl f'(x)=0 <= f estcroissante;
2. Vx€la,bl f'(x)<0 <= f est décroissante;
3. Vx€la,b[ f'(x)=0 <= f estconstante;
4. Vx€la,bl f'(x)>0 =— [ est strictement croissante;
5

. Vx€la,bl f'(x)<0 = f eststrictement décroissante.

Remarque

La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse. Par exemple la fonction x — x° est

strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule en 0.



Démonstration

Prouvons par exemple (1).

Sens =>. Supposons d’abord la dérivée positive. Soient x,y €la,b[ avec x < y. Alors par le théoréme
des accroissements finis, il existe ¢ €]x, y[ tel que f(x)— f(y) = f'(c)x—y). Mais f'(c)=0etx—y<0
donc f(x)— f(y) < 0. Cela implique que f(x) < f(y). Ceci étant vrai pour tout x,y alors f est croissante.

Sens <. Réciproquement, supposons que [ est croissante. Fixons x €]a,b[. Pour tout y > x nous

avons y—x >0 et f(y)—f(x) =0, ainsi le taux d’accroissement vérifie % > 0. A la limite, quand

y — x, ce taux d’accroissement tend vers la dérivée de f en x et donc f'(x) = 0.

4.3. Inégalité des accroissements finis

-
Corollaire 3. Inégalité des accroissements finis

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert. S’il existe une constante M
tel que pour tout x € I, |f'(x)| < M alors

Va,yel  |fx)—f()|<Mlx—yl I

Démonstration

Fixons x,y € I, il existe alors ¢ €lx, y[ ou ly,x[ tel que f(x)—f(y) = f'(c)(x—y) et comme |f'(c)| < M alors
|f @)= F ()] < Mlx - yl.

Exemple 9

Soit f(x) = sin(x). Comme f'(x) = cosx alors |f'(x)| < 1 pour tout x € R. L'inégalité des accrois-
sements finis s’écrit alors :

pour tous x,y €R |sinx —siny| < |[x —y|.

En particulier si I'on fixe y = 0 alors on obtient

|sinx| < |x]|

ce qui est particulierement intéressant pour x proche de 0.

y=x

y =sinx

y=—sinx

4.4. Regle de I’Hospital
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Corollaire 4. Regle de ’'Hospital

Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables et soit xg € I. On suppose que
- f(x0) = g(xo) =0,
- Vxel\{xp} g'(x)#0.

!/
si im/ ®_s R alors Lim % ¢,
X—Xg g’(x) X—Xo g(x)

Démonstration

Fixons a € I \ {x¢} avec par exemple a < xg. Soit & : I — R définie par A(x) = g(a)f (x) — f(a)g(x). Alors
— h est continue sur [a,xp]l <1,
— h est dérivable sur la,xgl,
- h(xg)=h(a)=0.

Donc par le théoréme de Rolle il existe ¢, €]a,xol tel que A'(c,) = 0.

Or A/(x) = gla)f'(x) — f(a)g'(x) donc g(a)f'(cy) — f(a)g’(cy) = 0. Comme g’ ne s’annule pas sur I \ {xo}

cela conduit a % = QEZZ; Comme a < ¢, < xg lorsque I'on fait tendre a vers xo on obtient ¢, — x¢. Cela
implique
. fa) . fleq) . fed)
lim =1l = lim =/.
a—x0 gla) a—x0 g'(cg) ca—%0 g'(cq)
Exemple 10

2
Calculer la limite en 1 de % On vérifie que :

- f@)=In@? +x—1), F(1) =0, f/(x) = 2L
- gx)=In(x), g(1)=0, g'(x) =1,
— Prenons I =]0,1], xo = 1, alors g’ ne s’annule pas sur I \ {xg}.

(%) 2x+1 2x% +x
= Xx=————
g'x) x2+x-1 x24+x—-1 x—1
Donc
f(x)
g(x) x—1

Mini-exercices

1. Soit f(x) = ’53—3 + "2—2 — 2x + 2. Etudier la fonction f. Tracer son graphe. Montrer que f
admet un minimum local et un maximum local.

2. Soit f(x) = v/x. Appliquer le théoréme des accroissements finis sur 'intervalle [100,101].
En déduire 'encadrement 10 + % <v101<10+ %.

3. Appliquer le théoreme des accroissements finis pour montrer que In(1 + x) — In(x) < %
(pour tout x > 0).

4. Soit f(x) =e*. Que donne I'inégalité des accroissements finis sur [0,x]?

5. Appliquer la régle de I'Hospital pour calculer les limites suivantes (quand x — 0) :




x _1n(x+1)_ 1-cosx x-sinx
1+x)n-1" x  tanx = x3
Auteurs
Arnaud Bodin
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Laura Desideri
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