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Les matrices

Définition:

e Une matrice est un outil de calcul construit a I'aide d'un certain nombre de valeurs
réelles rangées en lignes et colonnes. La dimension d'une matrice est donnée par le
nombre de lignes et le nombre de colonnes.

Une matrice est dite carrée si elle a autant de lignes que de colonnes.

Matrice identité ou matrice unitaire:

e Une matrice identité est une matrice carrée, généralement notée I, ayant les
éléments de la diagonale principale égaux a 1 et les autres éléments nulles.

I =[ay]
avecaj=1eta;=0 sii# j

Transposée d'une matrice:

o La transposée de la matrice A, que I'on note AT, est obtenue par permutation des
lignes et des colonnes. La matrice obtenue a donc une taille inverse a celle
d'origine.

A" = [aj]
avec A = [a]

« Propriétes:

o (a.A)=aAT

o (A+B)'=A"+B’
o (A=A

o (AB)'=B"AT

Matrice triangulaire:

Une matrice A est triangulaire supérieure si a; =0 pour tous j < i
Une matrice A est triangulaire Inferieure si a; =0 pourtous i < j

Addition de matrices:

e On peut additionner deux matrices A et B, si elles possedent la méme taille, en
additionnant simplement deux a deux leurs valeurs. Le résultat est une matrice de la
méme taille que les deux matrices.
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C=A+B
[Ci] = [ay+bi]

» Propriétes:
o associativité: (A+B)+C = A+(B+C)
o commutativité: A+B = B+A

Multiplication d'un scalaire avec une matrice:

e On peut multiplier une valeur réelle & avec une matrice A, ce qui forme une matrice
de la méme taille que A, et qui est calculée avec:

A=aA= [Ot.aij]

» Propriétes:
o a(fA)=(a A
o (a+B)A=aA+ A
o a(A+B)=a.A+a.B

Multiplication des matrices:

e On peut multiplier une matrice A avec une matrice B seulement si le nombre de
colonnes de A (n,m) égal au nombre de lignes de B(m,l). La matrice résultante,
notée C = A.B , est une matrice de taille (n,l). le produit s'effectue suivant la loi
suivante:

Cij = a,‘kbkj avec {J _ ,l

» Propriétés:
o (A.B).C = A.(B.C)
o (A+B).C=A.C+B.C
o engénéral, AB #B.A

Multiplication d'une matrice par un vecteur:

e La multiplication d'une matrice par un vecteur s'effectue comme la multiplication
d'une matrice (n,m) avec une matrice de taille (m,1). Il en résulte un vecteur de
dimension n.

C=AB
i=Ln

¢, =a.b, avec
1 y-J —
j=1m
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Déterminant d'une matrice:

e Le déterminant d'une matrice n'est défini que pour les matrices carrées. On note |A|
ou det(A) le déterminant de la matrice

A. Déterminant d'une matrice (2,2):
|Al = [[ay]| = a11.@22 — A12.821
o Déterminant d'une matrice (3,3):
|A| = |[aj]] = @11(@22 Ass- @23 As2)-A12(821 Azs- 823 Ast)+a13(As2 Az1- Q22 A31)
» Propriétés pour une matrice de taille (n,n):
|A7| =1/]A|
|A.B| = |A] . |B|

la Al = o A
|AT| = |A|

o

o O O

Sous déterminant ou cofacteur d'une matrice:

¢ Le sous déterminant (aussi appelé cofacteur) d'une matrice carrée A, que I'on note
Cof(A) , est le déterminant de la matrice A 6tée de sa ligne i et de sa colonne j.

Matrice adjointe:

e La matrice adjointe de la matrice carrée A est notée A* ou adj(A) et est définie en
utilisant les sous déterminants de A a I'aide de I'équation:

B = adj(A) avec by = (-1)) . V;
Inverse d'une matrice:

e La matrice inverse de la matrice A est notée A, dont le produit des deux matrices
vérifie A.A" = A".A=1. Il n'existe de matrice inverse que pour les matrices carrées
de déterminant non nul. On calcule A" par:

A" = adj(A) . 1/|A|

. Propr‘iétés
(A)' =(A)
=B".

o (AB) A’
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Méthode de Gauss-Jordan pour la résolution des S.E:

La méthode de Gauss transforme un systéme linéaire en un systéme triangulaire équivalent
en utilisant un ensemble de transformations.

L'idée est de résoudre la premiére équation en x,, puis d'éliminer x,des équations
suivantes, ensuite de résoudre la seconde équation enx,,puis d'éliminer x,des équations
suivantes, et ainsi de suite jusqu'a avoir un systéme triangulaire.

Un tel systéme linéaire peut étre donné sous la forme suivante:

a;Xy T a;xX, + a;sx; +oaggx, +

ay1Xq + AyoX,H + djy3X3 + Ay Xy +

A31Xy T AgpX, T oAzsXy tagzgX, ...

a1 Xy + aprXsy + aps3Xs3 + AnaXy +

Triangularisation du systéme:

wU. NU'

Pour triangula riser le systéeme on aura besoin a n — 1 transformations qu'on appelle
itérations ou cycles. Considérons que le systéeme initialement donné par les équations (l)

s'écrit, aprés la 1°° étape, sous la forme:

0x,

0%,

0%,

et aprés la 2°™ étape, sous la forme:

aflx1 + 0x,
0x, + a§2x2
0x, + 0x,
0x, + 0x,
0x, + 0x,

et aprés la 3°™ étape, sous la forme:

1 1 1
+ a X, + an3Xs3 + AnaXy +

2 2
+ apzX3 t agx, +.

+ a;,x, = by

1 1

oot oayx, = by

1 1

ce.e oAy x) b

1 _ Wl

oot agx, = by

2 _ .2

oot alx, = by
2 _ 2
...... +a;,x, = bj
+ = b}
..... as,x, = b3
+ b;
..... ag,x, = by
_ 2
..... +a,, X, = b},
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aflx1 + a32x2 + 0x; + af4x4 + ..., + afnxn = bf
0%, + a§2x2 + Ox; + a§4x4 + ... + aznxn = bz
0x, + 0x, + a;x3 + a§4x4 + ... + agnxn = bg
0x, + 0x, + 0x4 + a24x4 + ..., + a?mxn = bi
0%, + 0x, + 0x5 + ai4x4 + ... + afmxn = bi

Ces transformations s'effectuent en divisant, pour chaque itération k, la ligne k par I'élément
a,, c'est-a-dire:

On peut donc éliminer le coefficient de %, delaligne i ( + 1 < i < n - 1) en ajoutant

. N a; TP PA
cette lignea - = sjl'élément a,, # 0
Axk

Cette méthode peut se résumer comme suit:

k-1_k-1
k  _ _k-1 _ ix k4 Y
8ij T iy 1 (2T 4n
Axk . .
1<i<nfi=k)
k-1y k-1 k=1,n-1
Y = pEtl 3ix Dx
i 7 T x-1
Axk
_ bn
x, =
ann
n
b, — E a; X
J=i+l .
X =—1=n—l,1
aij
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But et Objectif:

Par définition, un programme linéaire est un ensemble de contraintes sous forme
d'équations et/ou inéquations qui forment un systéme a résoudre afin d'optimiser une
fonction, c'est-a-dire de minimiser ou de maximiser une fonction qui est dite fonction
objective ou aussi fonction économique.

Une contrainte fonctionnelle est une équation ou une inéquation donnée en fonction d'un
ensemble de variables dites variable de décision, cette contrainte peut étre représentée par:

a; X + agpXx, +anXy t...ax, =by

>
Ou les coefficients aip,..., @mn €t by,..., by doivent avoir une valeur bien déterminée. Et
peuvent étre positifs, négatifs ou méme nuls. Le paramétre b; représente la quantité limite

de matiére premiére disponible dont le bien x; utilise une quantité égale a a; x;.

Le systeme formé de I'ensemble des contraintes et de la fonction objective est appelé forme
canonique du programme linéaire.

Les contraintes de types < par exemple forment le systéme suivant:

ApXy t apeX, T a;sxXy Faggx, te.... + a;,x, < b
Ay1Xy F AyX, t ansXs tagx, +...... + a,,x, < b,
A31Xy T asyX, + aszsXs + agX, ..., + az,x, < bs
amX, tagx, ta;X; Fagx, t.o.o.... + ax, < by

La fonction objective ou économique est donnée dans le cas général par:

n

Z = CiX; + CyX, + C3X3 +....C %X, = E C; X

i1

i=1

Ou les variables x, sont les variables de décision dites aussi variables d'activité et les
coefficients ¢, sont dits coefficients de poids qui sont bien déterminés.

“~Remarque: On parle d'un programme linéaire lorsque tous les termes de chaque
contrainte et aussi de la fonction objective sont de dégrée 1.

<

=}

1 1 1 _ _ 1 1 1 _
apnX] + a;px%; + a;3x3 +....a,.x, =b; et 2 = oxy +oux; Fosx3 F ..ok, = C;i X}

*“in“n
> i=1
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Modélisation

La modélisation est I'étape la plus importante et la plus difficile dans le domaine de la
recherché opérationnelle.

Elle consiste a formuler le programme linéaire en passant d'un probléme concret
(industriel, logistique, économique, etc.) a un modele mathématique écrit sous forme d'une
fonction objective et un ensemble d'équations et/ou inéquations.

La modélisation nécessite une trés grande expérience et une bonne compréhension du
probléme donné.

Etapes de formulation d'un PL :

Trois étapes généralement sont suivies pour pouvoir construire le modéle d'un programme
linéaire :

1.

Identifier les variables du probléme a valeur non connues (variable de décision) et
les représenter sous forme symbolique (x;, Xz,...... ).

Identifier les restrictions (les contraintes) du probléme et les exprimer par un
systeme d’'équations et/ou inéquations linéaires.

Identifier la fonction objective ou le critére de sélection et le représenter sous une
forme linéaire en fonction des variables de décision. Spécifier si le critere de
sélection est a maximiser ou a minimiser.

Mais pour formuler un programme linéaire il faut que le décideur tient en compte certaines
hypothéses ou conditions qu'il doit valider avant de pouvoir les utiliser pour modéliser son
probléme.

1.

Les variables de décision du probleme sont positives (hypothése de non négativité
des variables de décision).

La fonction objective et les contraintes ne peuvent pas contenir un produit croisé de
deux de ces variables (linéarité du probléeme).

Les restrictions relatives aux variables de décision peuvent étre exprimées par un
ensemble d’équations linéaires ou d'inéquations. Ces équations forment I'ensemble
des contraintes.

Les parametres du probleme en dehors des variables de décisions ont une valeur
connue avec certitude
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Exemple 1 de modélisation:

Pour fabriquer deux produits P1 et P2 on doit effectuer des opérations sur trois machines
M1, M2 et M3, successivement mais dans un ordre quelconque. Les temps unitaires
d’exécution sont donnés par le tableau suivant :

M1 M2 M3
P1 11 mn 7 mn 6 mn
P2 9mn 12 mn 16 mn

La disponibilité de temps pour chaque machine est :
e 165 heures (9900 minutes) pour la machine M1 ;
e 140 heures (8400 minutes) pour la machine M2 ;
e 160 heures (9600 minutes) pour la machine M3

Le produit P1 donne un profit unitaire de 900 dinars et le produit P2 un profit unitaire de
1000 dinars.

Dans ces conditions, combien doit-on fabriquer mensuellement de produits P1 et P2 pour
avoir un profit total maximum ?

Formulation du PL :

Les variables de décisions sont :
e Xx;:le nombre d'unités du produit P1 a fabriquer
® Xxo:le nombre d'unités du produit P2 a fabriquer

Les contraintes fonctionnelles sont :
e 11x, + 9x, < 9900 pour la machine M1

e 7x, + 12x, < 8400 pourla machine M2
® 6x, + 16x, < 9600 pour la machine M3

Les contraintes de non négativité sont:
x, 20 et x,20

Le profit & maximiser est: z = 900x, + 1000 x,
Le programme linéaire résultant est :

Max Z = 900 x, + 1000 x,
11x, + 9x, < 9900

s.c.y7x,; + 12 x, < 8400
6x, + 16 x, < 9600

x, 2 0, x, 2 0
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Exemple 2 de modélisation:

Un agriculteur veut allouer 150 hectares de surface irrigable entre culture de tomates et
celles de piments. Il dispose de 480 heures de main d'csuvre et de 440 m® d’eau. Un
hectare de tomates demande 1 heure de main d’ceuvre, 4 m® d’eau et donne un bénéfice
net de 100 dinars. Un hectare de piments demande 4 heures de main d’'ceuvre, 2 m® d’eau
et donne un bénéfice net de 200 dinars.

Le bureau du périmétre irrigué veut protéger le prix des tomates et ne lui permet pas de

cultiver plus de 90 hectares de tomates. Quelle est la meilleure allocation de ses
ressources ?

Modélisation du probléme:

e Xx;:lasurface allouée a la culture des tomates
* X,:lasurface allouée a la culture des piments

On vérifie bien que les variables de décision x; et x, sont positives : x, 20, x, 20.

Identification des contraintes: trois contraintes fonctionnelles constituent le programme
linéaire: terrain, eau et main d'ceuvre.

e Terrain : l'agriculteur se dispose de 150 hectares de terrain, ainsi la contrainte liée a la
limitation de la surface de terrain est x, + x, < 150

e Eau: la culture d’un hectare de tomates demande 4 m® d’eau et celle d’'un hectare de
piments demande 2m® mais I'agriculteur ne dispose que de 440m*. La contrainte qui
exprime les limitations des ressources en eau est 4x, + 2x, < 440.

e Main d'ceuvre: Les 480 heures de main d'ceuvre seront départager (pas
nécessairement en totalité) ente la culture des tomates et celles des piments. Sachant
gu’un hectare de tomates demande une heure de main d’ceuvre et un hectare de
piments demande 4 heures de main d’'ceuvre alors la contrainte représentant les
limitations des ressources humaines est x;, + 4x, < 480

e Les limitations du bureau du périmétre irrigué : Ces limitations exigent que l'agriculteur
ne cultive pas plus de 90 hectares de tomates. La contrainte qui représente cette
restriction est x;, < 90.

Identification de la fonction objective: La fonction objective consiste @ maximiser le profit
apporté par la culture de tomates et de piments. Les contributions respectives 100 et 200,
des deux variables de décision x1 et x2 sont proportionnelles a leur valeur. La fonction
objective estdonc z = 100x;, + 200x,.
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Le programme linéaire qui modélise le probleme d’agriculture est :

Max Z = lOOx1 + ZOOx2
Xq + X, < 150
4x1 + 2x2 < 440
s.c. < 480
xq + 4x2 <
Xq < 90
xq > 0, X, > 0

Exemple 3 de modélisation:

Un boulanger confectionne chaque jour 2 types de gateaux, un au chocolat et l'autre au
banane, un bénéfice de 7.5 pour le gateau au chocolat et 6.0 pour celui au banane. Le
gateau au chocolat nécessite 4 unités de farine et 2 unités de beure alors que le 2°™ type
nécessite 6 unités de farine et 1 unité de beure. Cependant seulement 96 unités de farine et
24 unités de beure sont disponibles par jour. Combien faut-il cuisiner de chaque type pour
maximiser le bénéfice.

Modélisation du probléme :

e X, :len® de gateaux au chocolat.
e X,:len"® de gateaux au banane.

e On vérifie bien que les variables de décision x; et x. sont positives : x;, 20, x, 20.

Identification des contraintes: 2 contraintes fonctionnelles constituent le programme
linéaire: farine et beure.

e Farine: 4x; + 6x, < 96
e Beure: 2x, + x, < 24.

Identification de la fonction objective: Le bénéfice du gateau au chocolat est de 7.5 et

celui au banane est de 6 a fonction objective consiste a maximiser le chiffre d'affaire. La
fonction objective est donc z = 7.5x, + 6x,.

Le programme linéaire qui modélise le probleme de la boulangerie est :

Max Z = 7.5X1 + 6X2
4Xl + 6x2 < 96
s.c < 24
2x1 + X, S
> >
X, 2 0, X, 2 0
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Méthode Graphique

Cette méthode est simple a étre utilisée mais limitée car elle est utilisable pour les cas d'un
programme linéaire a deux variables de discision, difficile a ceux de 3 variables et
impossible pour plus.

Lorsque le modele d'un programme linéaire est obtenu, on doit représenter toutes les
contraintes fonctionnelles et les contraintes de non négativité dans un repére dont les axes
sont les variables de décision.

Pour représenter une contrainte il fauter tracer tout d'abord la droite tirée de cette contrainte

C'est a dire:

IN

Pour la contrainte a;;x; + a;,x, b,
ou = la droite est a;;x; + a;p,x, = by

b,

v

Pour la contrainte a;;x; + a;,x,

Cette droite est représentée dans le repére par les couples [o, b—lJ et [b—l ,OJ
a1z g

Cette droite donne deux demis plans dont un des deux vérifie la contrainte.
A partir de cette méthode, on peut distinguer différents cas:

1) Pas de solutions.

2) Infinité de solutions.

3) Existence de Solution optimale Unique.

4) Multiplicité de Solutions.
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Pour le premier cas on peut le trouver s'il n'existe pas de zone qui vérifie 'ensemble des
contraintes simultanément (pas de zone de faisabilité), on peut le voir a travers I'exemple

suivant:

X2

fz
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Pour le cas d'une solution optimale finie, on va le détailler a travers I'exemple suivant:

Exemple d'application:

La fabrication de deux produits est effectuée en trois opérations sur trois machines,
successivement. Les temps unitaires d’exécution pour les deux produits sont données par

Le premier produit nécessite 3 min, Tmin et 2 min respectivement sur les trios machines au
moment ol le second nécessite 4min, 3min et 2min respectivement sur les trois machines

Les disponibilités pour chaque machine sont :
e 4200 minutes pour la machine M1.
e 2250 minutes pour la machine M2.
e 2600 minutes pour la machine M3.

Les produits donnent un profit unitaire de 66 dinars et de 84 dinars respectivement.
Avec une limitation de production du premier produit a 1100 unités.

Combien doit-on fabriquer de produits pour avoir un profit total maximum ?

Modélisation :

Les variables de décisions sont :
® Xx;:le nombre d'unités du produit P1 a fabriquer
® X:le nombre d'unités du produit P2 & fabriquer

Les contraintes de non-négativité sont: %, >0 et x, 20
Les contraintes fonctionnelles sont :

® 3x, + 4x, < 4200 pour la machine M1
e x, +3x, <2250 pourla machine M2
e 2x +2x, < 2600 pour la machine M3
e x, <1100

Le profit & maximiser est: z = 66x, + 84 x,

Le programme linéaire résultant est :
Max 66 x,; + 84 x,

3x, + 4x, < 4200
x, + 3x, < 2250
2x, + 2x, < 2600
x, < 1100

v
o

x, 2 0 X,
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Tracé de la premiére contrainte

Contrainte de M,

3X1 + 4X2 = 4200
600,

400

200

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 X1

Tracé de la deuxieme contrainte

&
o*
Q

b,
o
o
o
0

Contrainte de M,

X; + 3X, = 2250

4
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

X1

(2250, 0)
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Tracé de la troisieme contrainte

Contrainte de M;

2X4 + 2X, = 2600

(1300, 0)
i (2250, 0)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 X4

Tracé de la quatriéme contrainte

Contrainte de M,
X1 _1 100

200 400 600 800 1000

1200 1400 1600 1800 2000 2200
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La zone limitée par I'ensemble des contraintes est dite zone de faisabilité dans laquelle
toutes les valeurs de chacune des variables de décision vérifient les contraintes mais la
question c'est : es ce que ces points sont des solutions optimales?

La solution optimale se trouve sur le pourtour de la région des solutions admissibles (zone
de faisabilité) et les droites paralléles formées par la translation de la fonction objective qui
sont dites "droites isoguantes' ou aussi "droites isocodts'.

Une droite isocodt c'est une droite sur laquelle la valeur de la fonction objective ne
change pas ou reste constante.

Tracé de la fonction objective

Pour tracer la fonction objective on doit choisir un point sur I'un des deux axes tel que
(x,,0) ou (0, x,) et on calcule la valeur de la fonction objective en ce point puis on
détermine le point (0, x,) ou (x,,0)pour lequel la fonction objective garde la méme valeur.

Et chaque fois on trace une paralléle a cette droite jusqu'a trouver le point demandé.

X2

1400,

AV
N

Le point demandéé peut étre déterminé par substitution des coordonnées des points qui
forment la zone de faisabilitéé.

Pour cet exemple
Les points extrémes sont les suivants:

(0,0) ; (0,750); (720,510);(1000,300);(1100,200) et (1100,0)
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X, X, zZ
0 0 0

0 750 63000
720 510 90360
1000 300 91200
1100 200 89400
1100 0 72600

Alors d'aprés le tableau le point extréme qui maximise la fonction objective est (1000,300)
Pour un cas de solution multiple:

Reprenons le méme exemple sauf le profit unitaire du premier produit devient 64 dinars au
lieu de 63 dinars.

Alors la fonction objective & maximiser sera donc: z = 63x, + 84 x,

Et le systéeme se transforme en suivant:

Max 63 x,; + 84 x,
3x, + 4x, < 4200
x, + 3x, < 2250
2x, + 2x, < 2600
x, < 1100

x, 2 0 x, 2 0

Dans ce cas les étapes précédentes restent inchangées sauf la derniere du tragage de la
fonction objective.

Tracé de la fonction objective

X2

1400,

800! C2
600
400

200

AV 4
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 ~ 1
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Les points extrémes sont toujours les mémes points précédents:

(0,0) ; (0,750); (720,510);(1000,300);(1100,200) et (1100,0)

X, X, Z
0 0 0

0 750 63000
720 510 88200
1000 300 88200
1100 200 86100
1100 0 69300

Alors d'aprés le tableau deux points extrémes maximisent la fonction objective: le point
(720,510) et le point (1000,300) alors on peut conclure que tous point appartenant a la
droite passant par ces deux points est une solution aussi.
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Méthode de SIMPLEXE

La méthode de simplexe est utilisée pour n'importe qu'elle nombre de variables de décision
contrairement a la méthode graphique qui est limitée a deux variables seulement. Mais
avant d'utiliser la méthode de simplexe on doit tous d'abord transformer la forme canonique
du programme linéaire en une forme dite forme standard.

La forme standard est obtenue en ajoutant ou en soustrayant des variables d'écart pour
chaque contrainte fonctionnelle, autrement dit:

Une contrainte qui se représente comme une inéquation :Z a;x; < by
j=1

n

Peut étre remplacée par I'équation: " a,.x, + e, = b,

J i
j=1

n

Bien évidemment, dans un cas contraire ou le systeme est de type: Z a;x; 2 by

j=1

Nous écrirons: > a,x; —e, = b

i i
j=1

La variable supplémentaire, e, dans les deux cas est appelée donc "variable d'écart’, qui
est soumise a la contrainte de non-négativité aussi,e; = x,,; 2 0.

La mise en forme standard permet d'avoir donc un systéme d'équations linéaires a résoudre
au lieu d'un systéme d'inéquations et cela en suivant les étapes données dans I'algorithme:

1) Ecrire le programme linéaire a la forme standard.
2) lIdentifier les variables de base.

nvb

Calculer les valeurs de z; = ' c.a,;, etles différences c; -z,

w
=

i=1
Si le critere d'arrét est atteint aller a la fin
Si non extraire la variable entrante, la variable sortante et le pivot.
Appliquer I'élimination de Gauss-Jordan.
Aller a I'étape 3.
Fin

J3eas

Cet algorithme nous montre que la méthode de SIMPLEXE est une méthode itérative.
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Lorsqu'on transforme la forme canonique a la forme standard on peut constater que le
systeme des équations peut se décomposer comme suit:

[2Kx} = {0} qui peut étre réécrit sous la forme: [p | I]{Xh
X

} = {o} = DPRx,}+ [kxs} = {o}

B

Les variables qui forment la matrice identité sont dites variables de base et les autres sont
dite variables hors base.

Pour chaque colonne de la matrice [a] la valeur z; est calculée par le produit du vecteur

des coefficients des variables de base et colonne j de la matrice z, = Z C; Xa;-

Détermination de la variable entrante, la variable sortante et le pivot:

Si le critere d'optimalité n'est pas atteint, on doit déterminer la variable qui entre dans la
base et la variable qui sort de la base.

La variable entrante est la variable qui correspond au max des valeurs positives c; - z;

dans le cas de maximisation de la fonction objective ou bien au minimum des valeurs
négatives c, - z, dans le cas de minimisation de la fonction objective.

max(cj -Z; > 0) max imisation
VE —

min(Cv -2y < O) min imisation
La colonne de [a] qui correspond a la variable entrante est notée donc a;,. .

. . . o "y b,
La variable sortante est celle qui correspond a au minimum positif des rapports —.

ie

Une fois le pivot, qui est obtenu par l'intersection entre la ligne de la variable sortante et la
colonne de la variable entrante, est déterminé on peut appliquer la méthode d'élimination de
gauss-Jordan.

Le critere d'optimalité est atteint si:

Pour un type de maximisation:

Une solution de base réalisable est optimale lorsque pour les variables hors base ont tous
C,-F. £0:
J J

1) solution optimale est unique si toutes les différencesc, - r, < 0.

2) Inexistence ou absence de solutions optimales finies s'il existe une variable hors de
la base x; pour laquelle c; - F, > 0 et a;; < 0.

3) La solution optimale est multiple si pour une variable %, hors de base ¢, -, = 0
silyaunterme a;; > 0.
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Pour un type de minimisation:

Une solution de base réalisable est optimale lorsque pour les variables hors de la base ont
tous c; -F; 2 0.

1) solution optimale est unique si toutes les différences ¢, - F, > 0.

2) Inexistence ou absence de solutions optimales finies s'il existe une variable hors de
la base x; pour laquelle c; - F, <0 et a;; < 0.

3) La solution optimale est multiple si pour une variable %, hors de base ¢, -, = 0
silyaunterme a;; > 0.

En fin et pour mieux comprendre et simplifier le processus, on doit organiser les calculs
dans un tableau sous la forme:

Gy C; C |
VB|CVB |B X4 Xo | . 6. — b;
b Qe
Z
Cs-Z,

Essayons d'examiner différents cas possibles d'un programme linéaire:

1) Cas de contraintes de type <

Exemple 1:
Reprenons le méme exemple traité dans la méthode graphique:

Max 66 x,; + 84 x,
3x, + 4x, < 4200
x, + 3x, < 2250
2x, + 2x, < 2600
x, < 1100

x, 2 0 x, 2 0
La forme standard du programme linéaire:
3x, + 4x, + x5 = 4200
+ 3 + = 2250
s.c X X2 Xy
2x, + 2x, + x5 = 2600
x, + xg = 1100
x, 2 0 x, 2 0
3 4 1 0 0 0)fx;3 4200
1 3|[x, 0 1 0 0f|x, 2250
+ =
2 2%, 0 0 1 0f|xs 2600
10 0 0 0 1)|xg 1100
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A partir de cette derniere écriture, les variables de base sont x, pour i = 3,4,56

C, 66 84 0 0 0 0
V.B C.V.B B X1 X, X5 X4 Xs X 0
X5 0 4200 3 4 1 0 0 0 1050
X4 0 2250 1 3 0 1 0 0 750
Xs 0 2600 1 2 0 0 1 0 1300
X5 0 1100 1 0 0 0 0 1 Infini
75 0 0 0 0 0 0 0
Co—2Zs 66 84 0 0 0 0
La variable entrante est X, et la variable sortante est X, d’ou le pivot est 3
C, 66 84 0 0 0 0
V.B C.V.B B X1 X, X5 X4 Xs X 0
X5 0 1200 5/3 0 1 -4/3 0 0 720
X, 84 750 1/3 1 0 1/3 0 0 2250
Xs 0 1100 4/3 0 0 -2/3 1 0 825
X6 0 1100 1 0 0 0 0 1 1100
75 63000 28 84 0 28 0 0
Co—7Zs 38 0 0 -28 0 0
La variable entrante est X; et la variable sortante est X3 d’ou le pivot est 5/3
C, 66 84 0 0 0 0
V.B C.V.B B X, X, X5 X, Xs Xe 0
X, 66 720 1 0 0.60 -0.8 0 0 -900
X, 84 510 0 1 -0.20 | 0.60 0 0 850
X5 0 140 0 0 0.80 0.40 1 0 350
Xs 0 380 0 0 0.60 0.80 0 1 475
75 90360 66 84 22.8 | -2.40 0 0
Cs—Zs 0 0 —22.8 | 2.40 0 0
La variable entrante est X, et la variable sortante est X5 d’ou le pivot est 0.4
Cs 66 84 0 0 0 0
V.B C.V.B B X, X, X5 X4 Xs X 0
X, 66 1000 1 0 -1 0 2 0
X, 84 300 0 1 1 0 -1.5 0
X4 0 350 0 0 -2 1 2.5 0
X 0 100 0 0 1 0 -2 1
75 91200 66 84 18 0 6 0
Cy—7Zs 0 0 -18 0 -6 0

Toute les différences sont négatives alors le tableau est optimal d'ou la solution est:

X, = 1000
200 = Zmax = 91200

>
N
Il
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Exemple 2:

Max 63 x, + 84 x,
3x, + 4x, < 4200
x, + 3x, < 2250
2x, + 2x, < 2600
x, < 1100

x; 2 0 x, 2 0

S.C

Avec la méme maniére que précédemment, on détermine les variables de base et celles
hors base.

C, 63 84 0 0 0 0
V.B C.V.B B X, X, X5 X4 Xs X 0
X5 0 4200 3 4 1 0 0 0 1050
X, 0 2250 1 3 0 1 0 0 750
Xs 0 2600 1 2 0 0 1 0 1300
Xs 0 1100 1 0 0 0 0 1 Infini
75 0 0 0 0 0 0 0
Cs—Zs 63 84 0 0 0 0
La variable entrante est X, et la variable sortante est X, d’ou le pivot est 3
C, 63 84 0 0 0 0
V.B C.V.B B X X, X5 X4 Xs X 0
X5 0 1200 5/3 0 1 -4/3 0 0 720
X, 84 750 1/3 1 0 1/3 0 0 2250
Xs 0 1100 4/3 0 0 -2/3 1 0 825
Xe 0 1100 1 0 0 0 0 1 1100
75 63000 28 84 0 28 0 0
Cs—Zg 35 0 0 -28 0 0
La variable entrante est X, et la variable sortante est X; d’ou le pivot est 5/3
C, 63 84 0 0 0 0
V.B C.V.B B X, X, X5 X4 Xs X 0
X, 63 720 1 0 0.60 -0.8 0 0 -900
X, 84 510 0 1 -0.20 | 0.60 0 0 850
Xs 0 140 0 0 0.80 0.40 1 0 350
Xq 0 380 0 0 0.60 0.80 0 1 475
75 88200 63 84 21 0 0 0
Cy=Zs 0 0 -21 0 0 0
) i X, = 720 . .
Le tableau est optimal la solution est don: {x _ oy ™ Zoax = 88200 , mais la variable
, =

hors base X, procéde une différence nulle donc une autre solution existe, alors cette
variable entre dans la base et X5 sort et le pivot est 0.4
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C, 63 84 0 0 0 0
V.B C.V.B B X1 X, X5 X, Xs X 0
X1 63 1000 1 0 -1 0 2 0
X, 84 300 0 1 1 0 -1.5 0
X, 0 350 0 0 -2 1 2.5 0
Xq 0 100 0 0 1 0 -2 1
75 88200 63 84 21 0 0 0
Co—Zs 0 0 -21 0 0 0
N . {xl = 1000
La deuxieme solution est = 7. = 88200
X, = 300

2) Cas de contraintes de type = ou >

Si au moins une contrainte est de type = ou > on doit introduire un autre type de variables
appelée variables artificielles aprés avoir soustraire entierement les variables d'écart,
autrement dit: Si une contrainte est donnée par:

n n
Z a;x; 2 b, seraremplacée dans la forme standard par Z a;x; —e; +t; =b;

j=1 j=1

Pour résoudre ce type de problemes 2 méthodes peuvent étres utilisées méthode dite de
pénalité et méthode de 2 phases

A) Méthode de pénalité:

Ecrire le programme linéaire sous la forme standard en introduisant les variables d'écart et
les variables artificielles.

Ecrire la fonction objective en lui ajoutant les variables artificielles multipliant par une
quantité +mM avec M un nombre grand positif.

-M pour le cas de maximisation et +m pour un cas de minimisation.
Et ensuite on utilise la méthode de SIMPLEXE.

e Une solution optimale si le critére d'optimalité est atteint et toutes les variables
artificielles sont nulles.

e Pas de solution réalisable si le critere d'optimalité est vérifié mais il existe des variables
artificielles dans la base.

e Une infinité de solution si une variable peut étre introduite dans la base selon le critere
d'entrée mais toute les valeursa,; < 0.
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Exemple 1:
Soit le programme linéaire suivant:
Min 96 x, + 24 x,
4 2 7.5
s.c { x4, + X 5
6x, + x, 2 6
x4, 2 X 2 0
Le programme linéaire peut étre écrit dans sa forme standard comme suit:
Min 96 x; + 24 x, + Mx 5 + Mx ¢
4 2 = 7.5
b1 { x4, + X 5 X3 + Xg
6x, + x, — x, + x; = 6
x, 2 0 x, 2 0 2 0 x, 2 0
C, 96 24 0 0 M M
V.B C.V. B X, X, X5 X4 Xs X 0
X5 M 7.5 4 2 -1 0 1 0 875
Xe M 6 6 1 0 -1 0 1
7 10M 3M -M -M M M
Cs—7; 96-10M 24-3M | M M 0 0
Le tableau n'est pas optimal, alors X; entre et X sort de la base.
Cy 96 24 0 0 M M
V.B C.V.B B X1 X, : 8 X4 Xs X 0
Xs M 3.5 0 4/3 -1 2/3 1 -2/3 625
X, 96 1 1 1/6 0 -1/6 0 1/6
7 96 4/3M+16 -M -M M M
Cy—75 0 8-4M/3 M M 0 -M
Le tableau n'est pas optimal, alors X, entre et X5 sort de la base.
Cy 96 24 0 0 M M
V.B | C.V.B B X, X, X5 X, Xs Xg 0
X, 24 2.625 0 1 -0.75 0.5 0.75 | -0.5
X, 96 0.5625 1 0 0.125 | -0.25 | -0.125 | 0.25
75 117 96 24 -6 -12 6 12
Co=7g 0 0 M 12 94 88
: . X, = 2.625
Le tableau est optimal la solution donc est: _0.5625 = fnmin = 117

, =

-25.
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Exemple 2:

Soit le programme linéaire suivant:
Max 3x, + 2x,

{1.25 x;, + 1x, £ 5

7x, + 10x, 2 70

x, 2 0 x, 2 0

Le programme linéaire peut étre écrit dans sa forme standard comme suit:

Max 3x, + 2x, — Mx 4
1.25 1 = 5
b1 { x, + X, + X3
7x, + 10x, - x, + x5 = 70
x, 2 0 x, 2 0
C, 3 2 0 0 -M
V.B C.V.B X5 X, X3 X, Xs 0
X5 0 5 1.25 1 1 0 0 5
X5 -M 70 7 10 0 -1 1 7
Z; -70M —-7M -10M 0 M M
Cy—75 3-7M | 2-10M 0 -M 0
La variable X, entre dans la base et X5 Sort de la base.
C, 3 2 0 0 -M
V.B C.V.B B X4 X, X5 X4 Xs 0
X, 2 5 1.25 1 1 0 0
Xs -M 20 -5.5 0 -10 -1 1
Zs 2.5+5.5M 2 2+10M M -M
Cy—75 0.5-5.5M 0 -2-10M 0 0

Le tableau est optimal mais la variable artificielle Xs est toujours dans la base, alors le
probléme ne procéde pas de solution réalisable.

Exemple 3:

Soit le programme linéaire suivant:

Max 2x, + 3x,
5x, + 3x, 2 15
S.C
x, < 4
x, =2 0 x, 2 0

Le programme linéaire peut étre écrit dans sa forme standard comme suit:

Max 2x, + 3x, — Mx 4
5x + 3x - X + x = 15
P.L 1 2 3 5
X, + x, = 4
x, 2 0 x, 2 0
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c, 2 3 0 0 -M
V.B C.V.B B X X, X5 X4 Xs 0
Xs -M 15 5 3 -1 0 1 5
X4 0 4 0 1 0 1 0 -
75 -15M -5M -3M M 0 -M
Co—Zs 2+5M | 3+3M -M 0 0
La variable X; entre dans la base et X5 Sort de la base.
C, 2 3 0 0 -M
V.B C.V.B B X, X, X5 X4 Xs 0
X, 2 3 1 0.6 -0.2 0 0.2 5
X, 0 4 0 1 0 1 0 4
75 6 2 1.2 -0.4 0 0.4
Co—75 0 1.8 0.4 0 0.4-M
La variable X, entre dans la base et X, Sort de la base.
C, 2 3 0 0 -M
V.B C.V.B B X1 Xy X3 Xy Xs 0
X, 2 0.6 1 0 -0.2 -0.6 0.2 -3
X, 3 4 0 1 0 1 0 -
75 2 3 -0.4 -1.8 0.4
Co—75 0 0 0.4 1.8 0.4-M

La variable X3 peut entrer mais le critere de sortie n'existe pas donc on a une infinité de
solutions.

B) Méthode de deux phases:

La résolution d'un programme linéaire donnée se décompose en deux phases:

1°" phase: consiste a éliminer les variables artificielles du programme linéaire et cela
se fait par minimisation de la somme de ces variables.

e Si le critere d'optimalitéé est vérifie et que la base contient au moins une variable
artificielle alors le programme n'admet pas de solutions réalisables.

e La phase 1 termine lorsque Z est annulé et le programme admet des solutions
réalisables et on passe a la phase 2.

2°™ phase: consiste a optimiser la fonction objective initialement donnée sans
existence des variables artificielles méme s'elles se trouvent dans la base avec les
données du dernier tableau obtenu dans la phase 1.
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Exemple 1:
Reprenons I'exemple 1 traité dans la méthode de pénalité:
Min 96 x, + 24 x,
4 2 2 7.5
s.c { x4, + X 5
6x, + x, 2 6
x, 2 0 x, 2 0
La premiére phase consiste a traiter le programme suivant :
Min X5 + Xg
4 2 - = 7.
b1 { x, + X, X5 t+ Xg
6x, + x, — X + X 6
x; 2 0 X, 2 X 5 x, 2 0
C; 0 0 0 0 1 1
V.B C.V.B B X, X, X5 X4 Xs X 0
X5 1 7.5 4 2 -1 0 1 0 1.875
Xe 1 6 6 1 0 -1 0 1 1
7 10 3 -1 -1 1 1
Co—7yg -10 -3 1 1 0 0
La variable X, entre dans la base et X¢ Sort de la base.
Cy 0 0 0 0 1 1
V.B C.V.B B X1 X, : 8 X4 Xs X 0
Xs 1 3.5 0 4/3 -1 4/6 1 -4/6 |14/3
X, 0 1 1 1/6 0 -1/6 0 1/6 6
74 0 4/3 -1 4/6 1 -4/6
Cy-%; 0 -4/3 1 -4/6 0 10/6
La variable X, entre dans la base et X5 Sort de la base.
Cy 0 0 0 0 1 1
V.B C.V.B B X, X, X5 X, Xs X 0
X, 0 2.625 0 1 -0.75 0.5 |0.75 -0.5
X, 0 0.5625 1 0 0.125 | -0.25 | -0.125 | 0.25
75 0 0 0 0 0 0 0
Co—%s 0 0 0 0 1 1
Le tableau est optimal, on élimine les variables artificielles.
Cy 96 24 0 0
V.B C.V.B B X, X, X3 X, 0
X, 24 2.625 0 1 -0.75 0.5
X, 96 0.5625 1 0 0.125 | -0.25
7 117 96 24 -6 -12
Co—%g 0 0 6 12
éme : . X, = 2.625
Le tableau de la 2°™ phase est optimal, on donc la solution —0.5625 = Znmin = 117.
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Exemple 2:

Soit le programme linéaire suivant:

Max 3x, + 2x,
1.25 x, + 1x, < 5
S.C
7x, + 10 x, 70
x, 2 0 x, 2 0

Le programme linéaire peut étre écrit dans sa forme standard de 1°*° phase comme suit:

Min 7 =
1.25 1 5
b1 { x, + X, + X3
7x, + 10 x, x, + x5 = 70
X, 2 x, 2 0
C, 0 0 0 0 1
V.B C.V.B X5 X, X3 X, Xs 0
X5 0 5 1.25 1 1 0 0 4
X5 1 70 7 10 0 -1 1 7
Z; 70 7 -10 0 1 1
Cy—75 -7 -10 0 -1 0
La variable X; entre dans la base et X5 Sort de la base.
C, 0 0 0 0 1
V.B C.V.B B X5 X5 X5 X4 Xs 0
X, 0 5 1.25 1 1 0 0
Xs 1 20 -5.5 0 -10 -1 1
75 20 -5.5 0 -10 -1 -1
Cy—75 5.5 0 10 1 0

Le tableau est optimal mais la variable artificielle Xs est toujours dans la base, alors le
probléme ne procéde pas de solution réalisable.

Remarque:

Dans un programme linéaire si le second membre est négatif on doit multiplier la
contrainte par -1.
Si dans un programme linéaire une des variables n'est pas soumise a la condition de

non négativité, on doit la réécrire en fonction de deux autres par:x, = x; — x, avec

x; >20etx] >0
On peut transformer un probléeme de minimisation a un probléme de maximisation ou

l'inverse par multiplication de la fonction objective par -1.
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Dualité

Chaque programme linéaire primal posseéde un programme linéaire dual qui peut lui
remplacer pour simplifier la résolution.

Pour transformer le primal en dual il faut vérifier que toute les contraintes sont de méme
type c'est a dire soit de type > ou de type<.

e Si le systtme de contraintes n'est pas de méme type on doit multiplier par -1 pour
transformer une contrainte du type < a une contrainte de type > ou le contraire.

e Si une contrainte est de type = on doit la remplacer par deux contraintes de types
différents:

n

PILTETE

j=1

|
o

=}

a,.x. = b, =

1395 i m

j=1
a; %y i

j=1

v
o

Une fois I'étape d'homogénéisation est faite, on passe a la transformation primal > dual

Primal Dual
n: nombre de variables de décision m: nombre de variables de décision
m: nombre de contraintes n: nombre de contraintes
n m
max Z = ZCij min W = Z biy;
j=1 i=1
n m
min Z = Z Cix5 max W = Z by
j=1 i=1
a;%x; < b, = [2afx} < {v} Y anys 2cy = B < ¢
j=1 i=1
ajxy 2 by = (2K} > {0} Zatii sC = 2] &} < {c}
i=1 i=1

Les deux programmes sont tres lies I'un a l'autre, cette liaison peut étre traduite par:

a) Si la solution optimale du programme primal existe et est finie, alors celle du programme
dual existe aussi, est finie et les valeurs numériques optimales des fonctions économiques
sont égales (w=z).

b) Si la solution optimale de I'un d'entre eux est infinie (non borne), alors le systeme des
contraintes de l'autre ne posséde pas de solutions.

d) les valeurs des variables de décision et d'écart du primal sont déterminées a partir de
celles du dual et vis versa.
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Reprenons le 3°™ exemple de la partie modélisation, le programme linéaire correspond

comme nous avons vu est:

Max Z = 7.5X1 + 6X2
{4xl + 6%, < 96
S.C <
2x1 + X, < 24
X > 0, X, >0
Sous la forme standard, on peut avoir:
Max Z = 7.5xl + 6x2

22y + x5, + x, = 24
xq > 0, X, >0
C, 7.5 6 0 0
V.B C.V.B B X1 X5 X5 X4 0
X5 0 96 4 6 1 0 24
X, 0 24 2 1 0 1 12
75 0 0 0 0
Co—Z5 7.5 6 0 0
La variable Xy entre dans la base et X, Sort de la base.
Cy 7.5 6 0 0
V.B C.V.B B X, X, X3 X, 0
X5 0 48 0 4 1 -2 12
X, 7.5 12 1 0.5 0 0.5 24
7, 7.5 3.75 0 3.75
Cy—Z5 0 2.25 0 -3.75
La variable X, entre dans la base et X5 Sort de la base.
C, 7.5 6 0 0
V.B C.V.B B X, X, X5 X4 0
X, 6 12 0 1 0.25 -0.5
X, 7.5 6 1 0 -0.125 0.75
75 117 7.5 6 0.5625 2.625
Cy—Z5 0 0 -0.5625 | -2.625

Le critére d'optimalité est atteint, la solution est donc:(x, = 6, x, = 12 = Max 2z = 117)

Le dual

Le dual correspondant en suivant les régles de formation est:

Min W = 96y1 + 24y2

{ély1 + 2y2 >
s.cC.

6y1+y2 2 6

7.5

y120, yZZO
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Sous la forme standard, on peut avoir:

Min W = 96y 1t 24y2
4yl + 2y2 - ys +ys = 7.5
S.C.
6Y1 + Yo - Yy T Ye =6
¥q > 0, Yo =2 0
Cy 96 24 0 0 M M
V.B C.v.B | B Y, Y, Ys Y, Ys Y, 0
Yo M 7.5 4 2 -1 0 1 0 875
Y, M 6 6 1 0 -1 0 1
73 10M 3M -M -M M M
Co—%s 96-10M 24-3M | M M 0 0
Le tableau n'est pas optimal, alors Y, entre et Yg sort de la base.
Cy 96 24 0 0 M M
V.B C.Vv.B | B Y, Y, Ys Y, Ys Yo 0
Y5 M 3.5 0 4/3 -1 2/3 1 -2/3 .625
Y, 96 1 1 1/6 0 -1/6 0 1/6
Zg 96 4/3M+16 -M -M M M
Co—Z5 0 8-4M/3 M M 0 -M
Le tableau n'est pas optimal, alors Y, entre et Y5 sort de la base.
Cy 96 24 0 0 M M
V.B | C.V.B B Y; Y, Y5 Y, Y5 Yo 0
Y, 24 2.625 0 1 -0.75 0.5 0.75 | -0.5
Y, 96 0.5625 1 0 0.125 | -0.25 | -0.125 [ 0.25
75 117 96 24 -6 -12 6 12
Co—7g 0 0 6 12 M-6 M-12
. . Y, = 0.5625
Le tableau est optimal, la solution donc est: — 5 o e =117

, =
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La méthode de simplexe est une méthode itérative résumée dans I'algorithme suivant:

| Modele de PL |
[
| Forme standard |
[
| Obtenir une solution de base |

>
>

| Le tableau est optimal

Pas de solution optimale

finie

Appliquer I'elemination |

| ChoixdelaVE |

| Choixdelav.s |

| Determiner le pivot |

Algorithme de SIMPLEXE pour Maximisation
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| Modele de PL |
[
| Forme standard |
[
| Obtenir une solution de base |

| Le tableau est optimal

a,; £0VJeN Pas de solution optimale

1] . .
finie

Appliquer I'elemination |

i >0

| ChoixdelaVE |

| Choixdelav.s |

| Determiner le pivot |

Algorithme de SIMPLEXE pour Minimisation
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Cy
V.B C.V.B X, X, X5 X4 X5 Xe 0
Z3
CJ_ZJ
Cy
V.B C.V.B X, X, X5 X, X5 X 0
Zg
Co—2y
Cy
V.B C.V.B X, X, X5 X, X5 X 0
Zg
Cs—%y
Cy
V.B C.V.B X3 X, X5 X, X5 X 0
Zg
Cs—2y
Cy
V.B C.V.B X, X, X5 X, X5 X 0

CJ_ZJ
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U.Bechar

Cy
V.B C.V.B X, X, X5 X4 X5 Xe 0
Z3
CJ_ZJ
Cy
V.B C.V.B X, X, X5 X, X5 X 0
Zg
Co—2y
Cy
V.B C.V.B X, X, X5 X, X5 X 0
Zg
Cs—%y
Cy
V.B C.V.B X3 X, X5 X, X5 X 0
Zg
Cs—2y
Cy
V.B C.V.B X, X, X5 X, X5 X 0

CJ_ZJ
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U.Bechar

Soit le programme linéaire suivant:

Min

5x 4
S.C
2%

3x,
+ 4x,
+ 3x,

X4, 2

+ 6x,

20
6

IN IV

o

X2

v

Le programme linéaire peut étre écrit dans sa forme standard comme suit:

Min 3x; + 6x, + Mx 4
5 4 - =
- { X, + 4x, X3 + Xg 5
2x, + 3x, + x, =
x, 2 0 x, 2 0
C, 3 6 0 0 M
V.B C.V.B B X, X, X5 X, Xs 0
X5 M 20 5 4 -1 0 1 4
X, 0 6 2 3 0 1 0 3
7, 2000 5M aM -M 0 M
Cy—Z5 3-5M 6—4M M 0 0
La variable X; entre dans la base et X, Sort de la base.
Cs 3 6 0 0 100
V.B C.V.B X5 X5 X5 X, Xs 0
Xs 100 5 0 -3.5 -1 -2.5 1
X1 3 3 1 1.5 0 0.5 0
75 509 3 -345 -100 -248.5 100
Cy—75 0 351 100 248.5 0

Le tableau est optimal mais la variable artificielle X5 est toujours dans la base, alors le

probléme ne procede pas de solution réalisable.
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