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6 - 3 - 5 5 0
2 1 0

-1
2

u v u v

 

 




  

     

  
  

 

  

vو:إذن  u
 

1متعامدتان إذا وفقط إذا كان
2

.

 و  إذا كانتv u
 

 متجھتین غیر مستقیمیتین فإن الزوج  ;v u


2V یسمى أساسا للمستوى المتجھي  

Oنقطة من المستوى و  ;v u


المثلوث .2V أساس للمستوى المتجھي  ; ;O u v


 یسمى معلما للمستوى  

             لیكن  ;i j


. نقطة من المستوى  O أساسا للمستوى و 

 نقول إن   ;i j


.: أساس متعامد ممنظم  إذا كان  0i j 


1j i 
 

 نقول إن المعلم   , ,O i j


 معلم متعامد ممنظم إذا كان  ,i j


. أساسا متعمدا ممنظما 

 إذا كان  ;i j


 أساس متعامد ممنظم  و    , 2
2

i j





 نقول إن  , ,O i j


معلم متعامد ممنظم مباشر 

vولتكن u
 

': بحیث  2Vمتجھتین من ' vو x i y j u x i y j   
     

.

vوتین الجداء السلمي للمتجھ u
 

.: ھو  ' 'u v xx yy 


تكون المتجھتان    x';y' و ;v u x y
 

': متعامدتان إذا وفقط إذا كان  ' 0xx yy 
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   ملاحظة 
 ;u x y


.إذن       :معلومة    متجھة   و .u j y u i x 
 

3 
1خاصیة 

أمثلة 

:   نعتبر المتجھات  3; 4u 


 و 
1 3

;
2 2

v
 
   


  و   1;3w


.

:   لدینا  223 4 9 16 5u     


   و     
221 3 1 3

1
2 2 4 4

v
             



1²                     و    3² 10w   


2خاصیة 

مثال 
 حیث   AB           لنحسب المسافة    1;1A  و    4;3B

:    لدینا 
   

   

2 2

2 24 1 3 1 25 4 29

B A B AAB x x y y   

      

01نمرین 
     نعتبر النقط      5;3 Bو 1;1 Aو -3;-1C .المثلث  بین أنABC قائم الزاویة ومتساوي الساقین في  A.

4CosSin 
2نشاط 

u نعتبر متجھتین   x i y j 
  

'  و  'v x i y j 
  

اویة الموجھة للز قیاسا  غیر منعدمتین ولیكن  ;u v


.

'بین أن  )1 '
² ². ' ² ' ²

xx yyCos
x y x y

 
 

.

wلتكن )2


 متجھة من المستوى بحیث 
2
 ھو قیاس الزاویة الموجھة ;u w



uو  w
 

   أنظر الشكل 

wحدد زوج إحداثیتي المتجھة /  أ 


بین أن / ب 
2
  ھو قیاس الزاویة  ;u w



.:أن بین /ج
.

v wSin
v w



   واستنتج أن   

 det ; ' '
² ². ' ² ' ².

v w xy x ySin
x y x yv u

  
 


 

احسب / د    ; Cosو ;Sin u v u v
 

: في كل من الحالتین التالیتین 

3-  أ  4 uو 2 -v i j i j  
    

uvو-                    و   ب  i j i j  
     

uمنظم المتجھة   x i y j 
  

²:   ھو   ²u x y 


نقطتین المسافة بین ال ;A AA x y و  ;B BB x y ھي :   2 2
B A B AAB x x y y   
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خاصیة 

02تمرین 
 نعتبر النقط       6;3 Bو 2;1 Aو 5;0C.

:احسب  /1 ;Cos AB AC


   و   ;Sin AB AC


 الموجھة استنتج قیاسا للزاویة/2 ;AB AC


.

03تمرین 
            نعتبر النقط       6; 4 Bو 2+ 3; 3 Aو 1;1C .

AB. و AC  و  ABاحسب /1 AC


.

:احسب  /2 ;Cos AB AC


   و   ;Sin AB AC


لزاویة الموجھة    قیاسا ل ثم استنتج ;AB AC


.

04تمرین 

             احسب    ; Cosو ;Sin u v u v
 

:     في  كل من الحالتین التالیتین 

 3- أ 4 uو 2v i j i j  
     

 ب   -   3 1 3 1 و uv i j i j     
     

.

 
3نشاط 

 لیكن   ABC مثلثا و H المسقط العمودي لـ C على (AB)

 حدد    /1 ;Sin AB AC


) زاویة ھندسیة Aحیث (SinA   واستنتج  

.SinA و AC و AB   بدلالة ABC    مساحة المثلث  Sحدد  /2

استنتج أن     /3 1
det ;

2
S AB AC



 باستعمال نتیجة    استنتج مساحة متوازي الأضلاع ABDC و المحدد بالمتجھتینAC AB
 

.
1نتیجة 

2 نتیجة 

'لتكن  ' vو x i y j u x i y j   
     

2V متجھتین غیر منعدمتین من المستوى المتجھي 

 قیاسا للزاویة الموجھة     و ;u v


.

:     لدینا  
 

. ' '
² ². ' ² ' ².

det ; ' '
² ². ' ² ' ².

u v xx yyCos
x y x yu v

u v xy x y
Sin

x y x yu v





 
 


 

 


 


 

: مساحتھ  لدینا Sولتكن . مثلثا ABCلیكن 

     1 1 1det ; det ; det ;
2 2 2

S AB AC CB CA BA BC  
  

ACتجھتین    المحدد بالمABDCمساحة متوازي الأضلاع  و AB
 

: ھي det ;ABDCS AB AC

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Ⅱ 
1 

 
     تعریف 

:أمثلة 
  نعتبر المستقیم :( ) : 2 3 4 0D x y  . لدینا 3;2u 


 و (D) متجھة موجھة لـ  2;3n


. متجھة منظمیة علیھ 

:               لأن    . 2 3 3 2 0n u     


  نعتبر المستقیم  :
1 1

( ) :
2 3

y x  . لدینا
1

1;
2

u 
 
 


  و  متجھة موجھة لـ  1; 2n 


.ة علیھ  متجھة منظمی

:    لأن    1
. 1 1 2 0

2
n u       

 


.

 خاصیة 

ملاحظات 
 إذا كانت    n


..k* من k فإنھ لكل (D) متجھة منظمیة على مستقیم  n


.نظمیة علیھ  أیضا متجھة م

 إذا كانت    ' nو n
 

. فإنھما تكونان مستقیمیتین  متجھتین منظمیتین على نفس المستقیم 
  إذا كانت    ;u a b


 فإن المتجھة (D) متجھة موجھة لمستقیم  ;n b a


.منظمیة علیھ 

2  
تمھید 

 لتكن  ;n a b


متجھة غیر منعدمة و ;A AA x y و  ;M x y ةتكون المتجھ نقطتین من المستوى؛AM


 متعامدة 

nمع 


. إذا وفقط إذا كان   0AM n 


أي إذا كانت مستقیمیة مع المتجھة   . ;u b a


 تنتمي إلى   M أي إذا كانت 

u والموجھ بالمتجھةA              المستقیم المار من النقطة 


.

.التيتحققمنالمستوىMإذنمجموعةالنقط 0AM n 


والموجهAالمارمنمستقيمالهي
بالمتجهة ;u b a


.

:لدینا إذن .(D)       لنرمز لھذا المستقیم بالرمز

   
   

  

; . 0

0

0 -
A A

A A

M x y D AM n

a x x b y y

ax by c c ax by

  

    

     



خاصیة 

 لنحدد معادلة المستقیم المار من مثال 1;2A  و  2;3n


 متجھة منظمیة علیھ

لتكن  ;M x y نقطة من المستوى  لدینا :

u و (D)لیكن المستقیم 


.وجھة لھ  متجھة م
nنقول إن متجھة غیر منعدمة 


. إذا كانت تحقق  (D) منظمیة على المستقیم  0n u 


لیكن  D  مستقیما معادلتھ ax+by+c=0. المتجھة ;n a b


 متجھة منظمیة على المستقیم  

 D

 المار من (D)معادلة المستقیم  ;A AA x y و   ;n a b


: متجھة منظمیة علیھ ھي

    0A Aa x x b y y   
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   
   

; . 0

2 1 3 2 0

2 3 - 4 0

M x y D AM n

x y

x y

  

    

  



: ھي (D)  إذن معادلة دیكارتیة للمستقیم  : 2 3 4 0D x y  

:ات ملاحظ
 كل مستقیم یحدد بنقطة ومتجھة موجھة لھ أو بنقطة ومتجھة منظمیة علیھ .
 إذا كانت ;n 


: فإن (D) متجھة منظمیة على مستقیم  : 0D x y    

05تمرین 
 اكتب في الحالات التالیة معادلة المستقیم(D) المار من النقطة A بحیث تكون المتجھة n


D) منظمیة علیھ 

   2; 1 Aو 2;3n 


   3;4 Aو 1;5n 


   2; 1 Aو 2;4n  


 لیكن ABC مثلثا بحیث :     2; 2 Bو -1;5 Aو 3;1C 
C المار من النقطة ABC                 حدد معادلة دیكارتیة لارتفاع المثلث 

06تمرین 
ر النقط               نعتب     2;3 Bو 0;1 Aو 2;5C .

متساویة المسافة   ثم تحقق من أن ھذه الواسطات تتقاطع في نقطة .ABC المثلث ت أوجد معادلات دیكارتیة لوا سطا
.ABC               عن رؤوس المثلث 

3 
تعریف 

4اط نش
 الذي معادلتھ (D)  في المستوى نعتبر المستقیم  : 0D ax by c   ؛ بحیث:   ; 0;0a b  ولتكن النقطة ;A AA x y

H ھي النقطة (D) مسقطھا العمودي على   من المستوى 
.:تحقق من أن /1 .n AH n AH

  
: ؛ حیث  ;n a b


.

:برھن أن /2
² ²

A Aax By c
AH

a b

 



خاصیة 

:أمثلة 
   6;3 ; :3 4 1 0A D x y   و       0; 2B 

:لدینا  
 
 

 3 4 1 3 6 4 3 1 7
;( )

5253² 4 ²
A Ax y

d A D
      

  


      و           
 
 

  3 4 1 3 0 4 2 1 9
;( )

5253² 4 ²
B Bx y

d B D
      

  


07تمرین 
 نعتبر النقطتین    3;2 Aو -1; -3B

5:تحقق من أن  /1 4 7 0x y   ھي معادلة دیكارتیة للمستقیم (AB)

.(D) مسقطھا العمودي على مستقیم H نقطة من المستوى و Aلتكن 
: ؛و نرمز لھا بالرمز (D) و المستقیم Aلنقطة  تسمى المسافة بین اAHالمسافة   ;d A D.

لتكن  ;A AA x y نقطة من المستوى و(D) مستقیما معادلتھ  : 0D ax by c  

:لدینا   ;
² ²

A Aax By c
d A D

a b
 



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(AB)ن المستقیم  أصل المعلم عOأحسب مسافة النقطة /2
.OABاستنتج مساحة المثلث  /3

08تمرین 
        نعتبر النقطة  1;4A  و (D) 2: المستقیم الذي معادلتھ 3 0x y  

(D) عن المستقیم Aأحسب مسافة النقطة /1
.(D) على A المسقط العمودي للنقطة Hة حدد زوج إحداثیتي النقط/2

Ⅲ 
1  

5نشاط 
 التي مركزھا  نعتبر الدائرة P         في المستوى  1;3 3 وشعاعھا.

: بین أن (P) نقطة من المستوى Mلتكن / أ /1 2 9 1M M   

1 المتساویة y و xاكتب بدلالة / ب  

ھل النقط /3 2; 1A  113  و;
2

B  
  

  و  3;1C 

دیكارتیة للدائرة حدد معادلة /1باتباع  نفس خطوات السؤال /4 ;r بحیث  ;a b.
خاصیة 

أمثلة
  معادلة دیكارتیة للدائرة    (0;0) ; 1O ²:  ھي ² 1x y 

  معادلة دیكارتیة للدائرة    ( 2;3) ; 5A  ھي  :   2 22 3 5x y    ²:أي ² 4 6 8 0x y x y    .

09 تمرین 
: في الحالات التالیة r وشعاعھا  التي مركزھا اكتب معادلة دیكارتیة للدائرة /1

 2 Ωو -1;-3r 
3 1 3

Ωو - ;
2 2 2

r    
 

 2 5 Ωو -1;0r 

: في الحالات التالیة A والمارة من النقطة  التي مركزھا اكتب معادلة دیكارتیة للدائرة /2

   2;4 Ωو 2;0A   4; 2 Ωو 1;2A    2; 1 Ωو -2;3A 

2  
6نشاط 

. نقطة من المستوى Mولتكن . أحد أقطارھا [AB] و r وشعاعھا  دائرة مركزھا               لتكن 

2:بین أن /1 2.MA MB M r 


.
.: من المستوى بحیث M ھي مجموعة النقط استنتج أن /2 0MA MB 


.

نعتبر /3   4;5 Aو 2; 3B  ولتكن  ;M x y نقطة من  تربط  ، اكتب علاقةx و y
یة خاص

3 

ي مركزھا  التمعادلة الدائرة  ;a b  وشعاعھا r 0 معr ھي :   2 2 ²x a y b r   .
²:وتكتب أیضا  ² 2 2 0x y ax by c     ²: حیث ² ²c a b r  

لتكن  ;A AA x y و  ;B BB x y نقطتین مختلفتین من المستوى.

. التي تحقق Mمجموعة النقط  0MA MB 


 ھي الدائرة التي أحد أقطارھا  AB ومعادلتھا ھي :

      0A B A Bx x x x y y y y     
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7نشاط 
 الدائرة التي مركزھا       لتكن  ;a b وشعاعھا r

  بین أن : cos sinM M i j   
  

:            حیث  ; iقی    اس الزاوی    ة الموجھ    ة  M 


 لتكن M(x,y) نقطة من الدائرة  بین أن :

sin
x a r cos
y b r




 
  

)استعن بالشكل(

 بین أن مجموعة النقط M(x;y) من المستوى Pالتي یحقق 
: زوج إحداثیتھا النظمة التالیة 

sin
x a r cos
y b r




 


 
. ھي دائرة محددا مركزھا وشعاعھا 

خاصیة 

10تمرین 
: في كل حالة من الحالات التالیة      اكتب المعادلة الدیكارتیة للدائرة ①

 مركزھا الدائرة /1 2;1 وتمر من النقطة A(1;4).

2/ 1 5cos
3 5sin

x
y







 
للدائرة ي تمثیل بارا متر .

3/ AB أحد أقطار الدائرة  ث  حی   3;5 Aو 1;2B 

²: دائرة معادلتھا الدیكارتیة   لتكن ② ² 2 4 2 0x y x y     حدد مركز وشعاع الدائرة 
. لھا ا                     واستنتج تمثیلا بارا متری

Ⅳ   ( ; ) / ² ² 0M x y x y ax bx cE P      
 تمھید

: التالیة (E) أعداد حقیقیة ، نعتبر المجموعة c وb وa          لتكن    ( ; ) / ² ² 0E M x y x y ax bx c      
 لتكنM(x;y) نقطة من  المستوى :

 
  

2 2

( ; ) ² ² 0

² ² 0

² ² ² ²² ² 0
4 4 4 4

² ² 4
2 2 4

M x y E x y ax by c

x ax y by c

a a b bx ax y by c

a b a b cx y

      

     

                  

              

;ة نعتبر النقط
2 2
a b   

 
: لدینا   2 ² ² 4

( ; ) *
4

a b c
M x y E M

 
  

:هناك ثلاث حالات 

² إذا كان :1الحالة ² 4 0a b c   فإن المتساویة * غیر ممكنة وبالتالي )E( مجموعة فارغة 

² إذا كان :2الحالة ² 4 0a b c   فإن المتساویة * 2تصبح 0M  أي M ومنھ   E 

 التي مركزھا الدائرة  ;a b وشعاعھا r ھي مجموعة النقط M(x;y) من المستوى (P) التي تحقق :

  S
sin

x a r cos
y b r





 

  
 النظمة   (S)للدائرة ا تسمى تمثیلا بارا متری 
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² إذا كان :3الحالة ² 4 0a b c   فإن المتساویة *  تصبح
² ² 4

2
a b c

M
 

 

وشعاعھا  ھي الدائرة التي مركزھا (E)    یعني أن 
² ² 4

2
a b c

r
 



خاصیة 

مثال 
²: التي تحقق M(x;y) مجموعة النقط      لتكن  ² 2 4 4 0x y x y    .

   
   
   2 2 2

( ; ) ² 2 ² 4 4

² 2 1 1 ² 4 4 4 4

1 2 3

M x y x x y y

x x y y

x y

     

       

    

 ھي الدائرة ذات المركز  ومنھ  1, 2  3 و الشعاع
11تمرین 

:الیة  المعرفة بمعادلتھا الدیكارتیة في كل حالة من الحالات الت          حدد طبیعة المجموعة 
² ² 3 4 0x y x y    ² ² 3 7 15 0x y x y    ² ² 4 2 8 0x y x y    

Ⅴ(.
    تعاریف 

نتیجة 

12تمرین 
 الدائرة التي مركزھا   لتكن ① 1;2  3 وشعاعھاr 

      حدد وضع النقطتین    0;1 Aو 3;-1B بالنسبة للدائرة 
②ⅰ/ حل مبیانیا المتراجحات التالیة:

² ² 2 6 9 0x y x y    ² ² 2 3 0x y y   
ⅱ/ حل مبیانیا النظمات التالیة:


² ² 4 0

1 0
x y x
x y

  
  


² ² 2 2 7 0

0
x y x y
x y

    
  

cو  و        b a أعداد حقیقیة و (E) مجموعة النقط  M(x;y) ²: من المستوى التي تحقق المعادلة ² 0x y ax bx c    

 تكون ( E) ² دائرة إذا وفقط إذا كان ² 4 0a b c  . ومركز ھذه الدائرة ھو;
2 2
a b   

 
 وشعاعھا 

a²+b²-4c
r=

2
 ² إذا كان ² 4 0a b c   فإن (E . ھي المجموعة الفارغة (

 ² إذا كان ² 4 0a b c   فإن (E : ھي (  ;
2 2
a bE        

.

r وشعاعھا  دائرة مركزھا لتكن  0r و M نقطة من المستوى :

 تكون النقطة M نقطة من الدائرة إذا وفقط إذا كان :M r 
نقطة  تكون الM داخل الدائرة  إذا وفقط إذا كان :M r 

 تكون النقطة M خارج الدائرة  إذا وفقط إذا كان :M r 

²: دائرة معادلتھا ھي   لتكن  ² 0x y ax by c     0 لكلـ نقطة 0( ; )M x y من المستوى لدینا :

M 0: نقطة من الدائرة  یكافئ 0 0² ² 0x y ax by c    
M 0: نقطة توجد داخل الدائرة  یكافئ 0 0² ² 0x y ax by c    
M 0: نقطة توجد خارج الدائرة  یكافئ 0 0² ² 0x y ax by c    



 4
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Ⅵ 
1 

مثال 
²: الدائرة التي معادلتھا   لتكن  ² 2 4 11 0x y x y     ولیكن المستقیم  (D): : 3 0D x y  

 دائرة مركزھا :  لدینا  1; 4  4 وشعاعھاr 

:بما أن    1 1 4 3
; 0

2
d D

 
   فإن    ;d D r  وبالتالي(D) الدائرة  یقطع في نقطتین مختلفتین   

ولتحدید نقط التقاطع نحل النظمة 
3 0

² ² 2 4 11 0
x y
x y x y
  


    

  بعد التعویض نجد   
1
2

x
y





 أو 
5

2
x
y





   في النقطتین  یقطع الدائرة (D) ومنھ المستقیم    5; 2 Aو 1;2B 

2  
خاصیة 

 ملاحظة 
:نستعمل التكافؤ التالي      للبرھنة على ھذه الخاصیة   . 0M D AM A  



 فإن A مماسا للدائرة في نقطة (D)إذا كان :لأن  ;d D A r   و Aھي المسقط العمودي ل  على (D)

مثال 
: الدائرة التي معادلتھا   لتكن   2 21 2 4x y    و  1; 2A  نقطة من الدائرة

 عند النقطة باستعمال الخاصیة معادلة المماس للدائرة  1; 2A  ھي :

     1 1 1 2 2 2 0x y      1 أيx  1: إذن معادلة المماس ھيx 
طریقة ثانیة 

 عند النقطة  المماس للدائرة (D)  لیكن  1; 2A . لدینا مركز الدائرة: 1; 2  ومنھ المتجھة  2;0A 


 منظمیة على 

):  إذن (D)المستقیم  ) : 2 0 0D x y c    وبما أن  A D 2- فإن+c=0 ومنھ ( ) : 1D x 

.r وشعاعھا  دائرة مركزھا  و (D) المستقیم لیكن

 إذا كان   ;d D r  فإن المستقیم  (D) یقطع الدائرة ین مختلفتین  في نقطت.

 إذا كان   ;d D r  فإن المستقیم  (D) یقطع الدائرة  في نقطة واحدة ) )مماس للدائرة في ھذه النقطة.

 إذا كان   ;d D r  فإن المستقیم  (D) لا یقطع الدائرة 

²:دائرة معادلتھا لتكن  ² 0x y ax by c      ولتكن  ;A AA x y نقطة من  .

: ھي A في معادلة المستقیم المماس للدائرة     0
2 2A A A A

a b
x x x y y y           

   




