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 ����	 1 :  )4.5��� (   

��اد ا���آ��  �� ��� ا���  !"c ا��$#د��:  ( ) 0 121 
2 =+−+− iziz  

  �0�1    ا����# / ا����� ��.-� �,+ ��  $#د*ت (�$# &ت ��'�'� "��:   &�%� 
  ).�#<+  = ا��>;#ج ا�9#�! ���8 	$��� �7ح ا�45ال ا2	! �.+ �(  

2z   B'�21 و 1z �� @ �,9,'� (ــ  zz <   

 (ّ'� أن  - 
2008

2

1 






z
z

��د ��'�!  .  

    C و .  .                  �8.�A ، B�J�#ا��5.�ي  >5�ب إ�+  $,F  .$# � و 
 L'	�.ا� +,�  .  2z و 1z ، 1 ��� ا��5.�ي ا�.! ��ا��;# 

 �8'� Z B'� Lا�$�د ا���آ  :
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1

2

−
−=

z
z

Z  

θθ sincosθ:  ا�M&N#  � - أ iei += �'P#Qو � ا�  :( ) 2121 θθθ θ      iii eee ×=+    

 (�ه� أن 
θ

θ 1
 i

i

e
e )  وأن  −= )21 θ θ  

2

1

 
θ

θ
−= i

i

i

e
e

e
 B'� θ، 1θ 2 وθ�'�'�� اد��   أ

�,+ ا��8T ا�Z !S اآ.L - ب .  
�,+ ا��8T ا��V,V! واS.>./ أن ا�>�Z �N اآ.U - Lـ C �N�<رة ا��P !ه B   

 Y@آ�  �>#�  Z)#T.)      A Z.�5و� Z.زاو� �''$	 L,N� ، .  

  ����	2 : ) 4��� (   
  ، �$.�� ا�>�� ا��.�#�J                        �.$# � وا��$,F ا� "! ا�^[#ء ا��>5�ب إ�+ 
 ( )1 ; 0 ; 2A ، ( )0 ; 2 ; 3B َو ( )2 ; 2 ; 1 −−Cي   و�) ا��5. )p ا�1ي  Z.د�#$  :   
 072 =+−+ zyx     .   

�,+ اFa ، �' #�.S (ّ'� أن ا��$#د��  C و A ، B 	�9` أن ا�>��  b5'�  
) ا���8#ر	'� �,�5.�ي  )ABC !022 ه =−+ zy   

) 	�9` أن ا��5.��'� - أ )P و ( )ABCا� #$.   #'N'Sو &'V�	 �'ّ� Fa ، ن  
 F'�.5�,� ( )∆ =7#�	 F'�.5  ( )P و ( )ABC.   

) وا��A F'�.5 ا�L5 ا��5#"� ('� ا�>��N - ب )∆ .   

 �8.� G��,� #9U�   �,�Vا�� �,( ) ( ) ( ){ }   ,  ;   ,  ; 1 , βα CBA B'� α ، β  

2008(�#8�ر�#   .   ��$T'� : ا�����	م �,� 

( )  ,  ; vuO

( )   ,  ,  ;  kjiO
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��دان ��'�'#ن ���9#ن  01 ≠++ βα.   
 �'ّ� α �N�<ا� !�.<	 +.� G F'�.5إ�+ ا�� ( )∆.   

  ����	3  ) 4��� (   

] ا��$�"� �,+ ا���#ل f �$.�� ا��ا��  ]2 ; 1 =I رة#�$�#)  :( )
4

2
+−

+= x
xxf  

   .I  .@ا��ة 	�# # �,+ f (ّ'� أن ا��ا�� -   أ
) ،  I  � ا���#ل x (ّ'� أ�Z  � أ�U آ� ��د ��'�! - ب )xf +إ� !�.<� I.   

 ( )nu +,�  :  آ�# �,! n ه! ا��..#�'� ا�$�د�� ا��$�"� 

  
2
3

0 =u   َو  ( )nn uu f=+1  

   . I �>.�! إ�+ n  ،  nuأ�Z  � أ�U آ� ��د �7'$!   (�ه� (#�.�اU=-   أ
) ادرس ا	�# Y	g'� ا��..#�'� - ب )nu �)أ�;#  .�#ر /.<.Sا Fa ،   

��د �7'$! أ�Z  � أ�U آ�   (�ه� (#�.�اU=- أn  ،    
�ّ'� ا�>;#�� - ب  :

∞+→n nu  lim  

  ����	4  ) 7.5��� (   
Ι- ا��ا�� ا�$�د�� ��.$� f !�'�9ا� �'g.�,� x #ل�ا�� +,�] ا��$�"�  [∞+−    آ�2# ; 

 !,�  :( ) ( ) 1 ++= −xexx baf B'�  :a و b دان ��'�'#ن�� .  
( )fCا���,� �Vا��>9>! ا���f J�#�.ا��.$# � وا�� F,$ب إ�+ ا���   "! ا��5.�ي ا��>5

�ل                  . Nو��ة ا�cm 1.   
 - !.�'M �'ّ� a و b �N�<ن ا��8	 B'9) ( )1 ; 1−A !<9<إ�+ ا�� !�.<	 ( )fCو   

 �<��Z'U ا���#س 	 � #$   A 5#وي� e−.   
ΙΙ-�$د�� �$.�� ا��ا�� ا�g!�'�9ا� �'g.�,� x #ل�ا�� +,�] ا��$�"�  [∞+−    آ�#  2 ; 

 !,�  :( ) ( ) 1 1  +−−= −xexxg و  ( )gC `)#5ا� F,$ا�� J^� !" !�#'ا�� #;,'V�	   

)  (ّ'� أن )
∞+→

=
x

xg 1 limا Y1('#�'#  و"�5ّ ه ��1آ� أن . ( �>.'�
∞−→

=
u

ueu 0  lim(   

  . ، Fa أ��U jTول 	g'�ا	;# g ادرس ا	�# Y	g'� ا��ا�� 

) (ّ'� أن ا��>9>!  )gC ف#N$ا� �N�� ���� I #;''aإ��ا �''$	 L,N� .  

)�>9>!  اآ.L  $#د�� ا���#س �, )gC �N�<ا� �<� I.   

 FSار ( )gC.   

( ) 1 

1
1

2
3 +

+= nnu

( )  ,  ; jiO
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 H  #ل�ا�� +,�]ا��ا�� ا�$�د�� ا��$�"�  [∞+−  ; 2 !	l� #آ� :    

   ( ) ( ) xexxH −+=   βα  B'�  :αو  β دان ��'�'#ن�� .  
 - �'ّ� α و β ن�8	 B'9) H ا���,� �',Pدا�� أ :( ) 1−xx ga  
   .0 وا�.! 	>$�م �>� ا��'�� g اS.>./ ا��ا�� ا�P,'� �,�ا�� - 

ΙΙΙ- �8.� K #ل�ا�� +,�] ا��ا�� ا��$�"�  [∞+−  ; 2 !	l� #آ� : ( ) ( )2xx gK =     
  .  �U �8> Faول 	g'�ا	;# S#) K.$�#ل  T.�� دا��  �آ�� ، �ّ'� ا	�# Y	g'� ا��ا�� 

  ا���
   :1  ا�.����

)�  �� ا��$#د�  ) 0 121 
2 =+−+− iziz:   

 �  ∆=1:   �'@ ا��$#د�� ه
iz:  �& ا��$#د�� ه�#  iz  و   1= +=12  

إ�a#ت أن  
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 ا���ه#ن أن -أ 
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θ 1
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e
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22

θ

 θsinθcosθsinθcos
θsinθcos
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 ( ) ( ) 1     0θ θθθ ===× −− iiii eeee Z< و   :
θ

θ 1
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e
e =−  

)ا���ه#ن أن  )21 θ θ  
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θ
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e
e

e
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�,+ ا��8T ا�Z !S آ.#(� -ب :  
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�,+ ا��8T ا��Z !V,V آ.#(� -Uـ  :  

( ) ( )( ) 
4
π

4
π 

2
2   

2
2  sin cos 4
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−+−==

−
i

i
eZ  

 �N�<ج أن ا�#.<.SاC �N�<رة ا��P !ه B  �>#�  Z)#T.):  
) ا�.Z)#T ا���#<� ا�1ي  �آ@Y: 	1آ'�   )00 zMZ.�5� ،k( )0>k Z.وزاو� θ  �   ه

 �N�� �8) `"��  !N�� ���9	 ( )zM �N�<ا� ( )zM ′′  B'�  :  

 ( )0
θ

0  zzezz ik −=−′   

  #<��� :4

1

2
π

  
2
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1 i
e

z
z −

=
−
−

 Z< و   :( )1   
2
2 1 142

π
−=− − zez i  

 �N�<5.>./ أن ا�� C �N�<رة ا��P !ه B  Y@آ�  �>#�  Z)#T.)A Z.�5� ، 
2
2     

 Z.4 وزاو�
π−.   

   :2.����  ا�
�,+ اC  �' #�.S و A ، B.�9` أن ا�>�� ا�  b5'�:  

�,+ اC  �' #�.S و A ، Bا�>��  :	1آ'�   b5'�  Y#<$  :#�#$Tن ا�AB و AC    
 #'Np �'N�	�  �'q  ) أي : #'Np ن  5.�&ن#�#$Tا�. (  

 AB و  AC!�'�� د���د Uو !<$� #'Np ن#N�	�  k'�  B :ACkAB =  

 #<��� : ( )1 ; 2 ; 1 −AB و( )1 ; 2 ; 3 −−AC   !�'�� د�� �U�    �'k Bو(#�.#�! * �
 ACkAB �'��5.>./ أن . =#$Tا�  AB و ACNp 5.�&ن    #'.  

�,+ اC  �' #�.S و A ، B  ا�>�� : إذن  b5'�.  
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)ا���8#ر	'� �,�5.�ي إ�a#ت أن ا��$#د��  )ABC !022 ه =−+ zy:   
  .  	�9` ا��$#د�� ا��$N#ة C و A ، B �8^! ا�.�9` أن إ��اa'#ت آ�  � ا�>�� 

 ( )ABCA∈ ن� 0222120 =−=−×+  
 ( )ABCB∈ ن� 0222022 =−=−×+  
 ( )ABCC �ن ∋ 0442222 =−=−×+−  
)ا���8#ر	'� �,�5.�ي ��$#د��  ا:إذن   )ABC !022 ه =−+ zy   

��  $#د�� ا��5.�ي :  ����7 أ�pى  B9�8 ا����( )ABC ت#'a$''� إ��ا	وذ�0 ($�    
 Z� !�s#<ع ا�#$Tا� .  

) ا�.�9` أن ا��5.��'� - أ )P و ( )ABC ان� #$.  :  
 ( )1 ; 2 ; 1 1 −n ي�.5�,� !�s#� ع#$> ( )P   
 ( )2 ; 1 ; 0 2n ي�.5�,� !�s#� ع#$> ( )ABC  

 #<���  :0211201 . 21 =×−×+×=nn Z< 21:   و    nn ⊥   
) ا��5.��#ن :إذن   )P و ( )ABC ان� #$.  .  

 F'�.5�,� !N'Sو �'V�	 �''$	( )∆ :  
8�ن ا�T$#ع-�  ( )cbau  ;  ;  ,� Z'U�)�F'�.5 <$#ع 	 �د�#  ∆(��   إذا و"�� إذا آ#ن 

 �'�#$Tآ�  � ا� +,� 1n2   وn.   
 #<���  :( ) 01211 . =−×+×+×= cbanu    

=×+×+×= . 02102:  و���>#  cbanu    

:  و(�9 ا���,� 
02

02

 =+
=+ −

cb
cba

�,+  c=1 = "�ض      �-9�( )1 ; 2 ; 5 −u     

) : إذن  )1 ; 2 ; 5 −u > �)$#ع 	�F'�.5�,� Z'U ه )∆.  
- �N�<ا� C +إ� !�.<	 ( �ن إ��اa'#	;# 	�9`  $#د�� ∆( ( )P�9`  $#د��	و ( )ABC  
8�ن -	( )zyxM  ; ;   �  �N�� ( ��د ��'�! ∆( �Uإذا و"�� إذا و t B'9)   :  
 utCM  =�'V�.ا� Z< و   !N'S�   : ا�.#�!ا�
  

  :                                             أي 
  

) ا��F'�.5 :����7 أ�pى         $�ف (#���,� ∆(
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 Z< و(#�.#�!                                                 : و :   

  

tz و(^�ض  += �,+ ا���,� 2 �-9�  :  

  

 �%�&  :  =v�)tz �,+ ا�.�V'� ا��N'S! ا�.#�!  = �-9�  :  
  
) وا��A F'�.5 �5#ب ا��5#"� ('� ا�>��N -ب )∆ :   
  �'��)�$,F أن ا��5. )P و ( )ABCان وأن� #$.  (     F'�.5 	�#7$;�# و(#�.#�! "wن∆(

 �N�<ا��5#"� ('� ا� A F'�.5وا�� ( )∆ �N�<ه! ا��5#"� ('� ا� A  ي�)وا��5. )P  
) ذات ا��xاa'#ت Aا��5#"� ('� ا�>��N  :	1آ'�   )000  ; ; zyx ي�) وا��5. )P  ذي  

+++=0 ا��$#د��  dcba zyx LU�) ه! ا�$�د ا��9'�! ا�� )( )PAd  ;  B'� :  

  
  
    

 Z< و  :( )( )
3

64

6
8

141

 7102  2 
 ; ==

++
+−×+

=PAd  

 �''$	 α �N�<ا� !�.<	 +.� G F'�.5إ�+ ا�� ( )∆:   
)إذا آ#�b : 	1آ'�  )GGG zyxG  ;  ; �,�V,� ا����9# �,U�  ( ) ( ) ( ){ }   ,  ;   ,  ;  , γβα CBA    

   :wن " 
γβα

γβα
++

++= OCOBOA
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  Z< و :
γβα

γβα
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++= CBA
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++= CBA

G
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βα

β
βα
βα

++
+=

++
++=

1

21 

1

  CBA
G

zzz
z  

 �N�<ا� !�.<	 G F'�.5إ�+ ا�� ( )∆ b�#إذا و"�� إذا آ G ي�) ���N  � ا��5. )P    

8�ن � Z',�072:  و =+−+ GGG zyx ��� �'5�.وا� y��:  و($� ا�.$
7
4−=α  

) إ�+ ا��G F'�.5 	>.�! ا�>��N : إذن  )∆ �Uأ �  
7
4−=α  

   :3.���� ا� 
   :I  .@ا��ة 	�# # �,+ f 	�'#ن أن ا��ا�� - أ

}  � x  � أ�U آ�  }4−r،  ( )
( )24

6 
+−

=′
x

xf   

) ، I  � ا���#ل x � أ�U آ� :  و(#�.#�!  ) 0 >′ xf  
   I  .@ا��ة 	�# # �,+ ا���#ل f ا��ا�� :إذن  

) ،  I  � ا���#ل x 	�'#ن أ�Z  � أ�U آ� ��د ��'�! - ب )xf +إ� !�.<� I.   
   :  �U fول 	g'�ات ا��ا�� 
                              

  
  
  
  
  

   ،   I  � ا���#ل xأ�Z  � أ�U آ� ��د ��'�!   ��Uf /.<.5ول 	g'�ات ا��ا��   � 

 ( )xf +إ� !�.<� I.   

21   � :����7 أ�pى   ≤≤ x َو  f  +,�   I .@ا��ة 	�# # 
):  �5.>./ أن  ) ( ) ( )21 fff x ):  أي ≥≥ ) 21 ≤≤ xf    

) ،  I  � ا���#ل x � أ�U آ� ��د ��'�!  : إذن  )xf +إ� !�.<� I  

��د �7'$! أ�Z  � أ�U آ�   ا���ه#ن (#�.�اU=- أn ،  nu +إ� !�.<� I:   
  !�5�np  �'P#Qا� ″ Inu ∈  ″  

�9P �  `�9.0ا�p:   

x 1 2
( )xf ′

2

1

( )xf

+
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 #<���   :Iu ∋I:  أي 0∋
2
  0p �9'9P:إذن .   وه!  ���9  3

9P : Inu'�9 أي �np^�ض أن  ∈  

و���ه� أن 
1+np 9'�9 أيP  :Inu ∈+1  

) ، x �  Iو��U# أ�Z  � أ�U آ� ) ب( ا�^�ع )1 (  � ا�45ال )xf +إ� !�.<� I  

 =Uا�.�ا �'v�" � و :Inu ):   �5.>./ أن ∋ ) If nu Inu:  أي ∋ ∈+1  

  Z< و :
1+np �9'9P  

   .I �>.�! إ�+ n،  nu � أ�U آ� ��د �7'$!  :إذن 

) درا�S ا	�# Y	g'� ا��..#�'� - ب )nu:  

) :	1آ'�   )nu!" �"�$  �'�#..  n  

( )nu ا��ة@. +,� n آ�  : إذا و"�� إذا آ#ن �Uأ � n�  n  ،1   +≤ nn uu  
( )nu�-M#<.  +,� n آ� :  إذا و"�� إذا آ#ن �Uأ � n�  n ، 1   +≥ nn uu  
( )nu �.)#a  +,� n آ� :  إذا و"�� إذا آ#ن �Uأ � n�  n ، 1   += nn uu  

 #<���  :
( )( )

4

21
 

4

2
  1 +−

=−
+−

+=− −−
+

n

nn
n

n

n
nn u

uu
u

u
u

uu   

1 2:  أي I �>.�! إ�+ nu:  و(�# أن   ≤≤ nu 1   0:  �5.>./ أن ≤−+ nn uu  
) ا��..#�'� :إذن   )nu #ل�ا�� +,� �-M#<.  I.    

)	�#رب ا��..#�'�  )nu:   
�,+ و .@ا��ة  أو  �9ودة  � ا�S^� و .>#M-�  #�'� آ�  .. :	1آ'�  �   �9ودة  � ا

  . ه!  ..#�'�  .�#ر(� 
   I �>.�! إ�+ n ، nu � أ�U آ� ��د �7'$! و��U# أ�Z ) أ(ا�^�ع ) 2(  � ا�45ال 

1 2:  أي   ≤≤ nu  �'�#..5.>./ أن ا��� ( )nu �9ودة   ) �^S�  ) . �9ودة  � ا

)و��U# أن ا��..#�'� ) ب(ا�^�ع ) 2( و � ا�45ال  )nu #ل�ا�� +,� �-M#<.  I.   

)  ا��..#�'� : إذن  )nu �)و �9ودة (   .�#ر �-M#<.  �^S�  ). � ا

)  ،  nأ�Z  � أ�U آ� ��د �7'$!   ا���ه#ن (#�.�اU=- أ ) 1 

1
1

2
3 +

+= nnu:   

  !�5�np  �'P#Qا� ″ ( ) 1 

1
1

2
3 +

+= nnu  ″  
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�9P �  `�9.0ا�p:   

 �  :ا��Nف ا�ول ه
2
3

0 =u  .  �) :ا��Nف ا�V#�! ه ) 2
3

2
11

1 

1
1

0

2
3

=+=
+

+  

  0p �9'9P  :إذن .  ا��Nف ا�ول �5#وي ا��Nف ا�V#�!   و(#�.#�! "wن 

) : 9P'�9 أي �np^�ض أن  ) 1 

1
1

2
3 +

+= nnu  

و���ه� أن 
1+np 9'�9 أيP  :( ) 1 

1
1 11

2
3 +

+= ++ nnu  

 #<���   :( )
4 

2 
1 +−

+
==+

n

n
nn u

u
uu f =Uا�.�ا �'v�" � و  ( ) 1 

1
1

2
3 +

+= nnu  

��y  و $.)nu  ــ)  ( ) 1 

1
1

2
3 +

+ n ا�$�#رة !"   
4 

2 
1 +−

+
=+

n

n
n u

u
u   �$) ���    

) ا�.�5'�   ) 1 

1
1 11

2
3 +

+= ++ nnu    Z< و :
1+np �9'9P  

)  ،  n  � أ�U آ� ��د �7'$! :إذن   ) 1 

1
1

2
3 +

+= nnu   

 	$''�  -ب
∞+→n nu  lim:   

=+∞"wن  q<1إذا آ#ن  :	1آ'�  
+∞→n

nq  lim !�#.�#)و   :( )
∞+→

+∞=
n

n
     2

3lim       

)  :>./ أن  �5. )∞+→
=

+n
n 0

1 

1

2
3

   lim    .     إذن :
∞+→

=
n

nu    1lim  

  :  4.����  ا�
Ι- !.�'M �''$	  a و b:   

 �N�<ا� ( )1 ; 1−A !<9<إ�+ ا�� !�.<	 ( )fC Y#<$   :( ) 11 =−f  

 �<��Z'U ا���#س 	 � #$  A 5#وي� e− Y#<$   :( ) ef −=−′ 1  

 #<��� : ( ) 11 =−f Z< و  :( ) 11 =++− eba !�#.�#)و  :ba =  
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):  و���>#  ) ef −=−′ 1  B'� : ( ) ( ) xx exex baaf −+−−=′    

 Z< و  :( ) 1−=+−− baa   1 :�5.>./ أن−== ba  

 Z',�):  و ) ( ) 1 1  +−−= −xexxf  

ΙΙ- ن أن#'�	  ( )
∞+→

=
x

xg 1 lim :   

 #<���  :( ) ( ) 1  1 1   +−−=+−−= −−− xxx exeexxg   

):  �$,F أن  )
∞+→

=− −
x

xex 0 lim ن�  :
∞−→

=
u

ueu 0  lim  و   ( )
∞+→

=−
x

xe 0 lim  

  Z< و: ( )
∞+→

=+−=
x

xg 1100 lim  

  : 	^5'� هY1 ا�>.'�� ('#�'# 
  Z.ا�1ي  $#د� F'�.51ا��=y !<9<�,� رب#�  F'�.5  ( )gC  �<�∞+.   

   : g درا�S ا	�# Y	gّ'� ا��ا�� 

- ��.Tا��  :( ) xexxg −=′    

- ��.Tإ<#رة ا��  :] ( ) 0=′ xg  [   j"#8�]0=x   [  Z< و :( ) 00 =g  

] ( ) 0>′ xg   [    j"#8�]0>x      [       َو]( ) 0<′ xg  [    j"#8�]0<x   [   

�,+ ا���#ل gا��ا��: و(#�.#�!   �-M#<.  [ ]و .@ا��ة �,+ ا���#ل  −2; 0[ [∞+ ; 0  
   :�Ugول 	g'�ات ا��ا��  -
  
  
  
  
  
  

)>!  	�'#ن أن ا��>9 )gC ف#N$ا� �N�� ���� I:   

   وإذا  M 0x#(,� �&<.�#ق  �	'� �,+  �#ل  ^.�ح �g��T إذا آ#�b ا��ا�� : 	1آ'� 

�Uأ �  �'�#Vا� ��.Tدا�.;# ا�� b �$0 ا�xة�'g   �N�<ن ا�w" #;	إ<#ر ( )( )000  ; xx gM      
   .g ه! ���N ا�$N#ف �,�>9>! ا����V �,�ا�� 

 #<��� : ( ) xexxg −=′   Z< و    :( ) ( ) xexx  g −−=′′ 1  
g ا��ا��  ′′ �U>$�م  � أ	10  =x#>ة إ�'g   �N�<;# �5.>./ أن ا�	ر( )( )1 ; 1 gI   

):  أي  )121 ; 1 -eI ) ه! ���N ا�$N#ف �,�>9>! − )gC.   

x 2− ∞+
( )xg ′

12 1 e+
( )xg

−

0

0
+0
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) آ.#(�  $#د�� ا���#س �,�>9>!  )gC �N�<ا� �<� I:  

 �N�<د�� ا���#س "! ا�#$  I !ه  :exey 311 −+=  

) رFS ا��>9>!  )gC:    

  
  
   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 �''$	 α و β ن�8	 B'9) H ا���,� �',Pدا�� أ ( ) 1−xx ga:   

 H  ا���,� �',Pدا�� أ( ) 1−xx ga Y#<$   :( ) ( ) 1−=′ xx gH   

 Z< و  :( ) ( ) xx exex −=− −−+−−  1   αα β  

) :و�,'β  Z=2 و α=1:  و(#��N#(�� �5.>./ أن  ) ( ) xexxH −+=  2   
   :0 وا�.! 	>$�م �>� ا��'�� gاS.>.#ج ا��ا�� ا�P,'� �,�ا�� 

  #<��� :( ) ( ) 1−=′ xx gH Z< و  :( ) ( ) 1+′= xx Hg  

�� ا��وال ا�P,'� �,�ا�� �  :   � ا�L �8T ه! ا��وال g و(#�.#�! "wن  ��

 ( ) ( ) cxxx HL ++= =  r∈c و(�# أن   :( ) 00 =L 2:  �5.>./ أن−=c  

) :إذن   ) ( ) 2 2   −++= − xexx xL  

ΙΙΙ- ا��ا�� �'g	 Y#�	ا �''$	 K    : �'1آ	 :( ) ( ) ( )[ ] ( )xvxvuxvu ′′′ ×=o  

 Z',�):  و ) ( ) ( ) 2322 2 xexxxx gK −=×=′ )إ<#رة  ( ′′ )xK   )xه! إ<#رة ′
  
  

( )gC

1=y

I
O



 - 13 -

  : �U Kول 	g'�ات ا��ا�� 
  
  
  
  

  
  ا�
���ع ا�	��� 

  ) ��#ط 3(    :1	����  
 ��" �'9P اب وا���U �'�#.ا� �,�S��ّ'� ا���اب ا�-4S �8�  .  &,$  �'9ال  � ا  

  . اp.'#رك 
  ، �$.�� ا�>�� ا��.�#�J                        �.$# � وا� �$,Fا�"! ا�^[#ء ا��>5�ب إ�+  
 ( )1 ; 3 ; 1 −A ، ( )0 ; 1 ; 4B،  ( )2 ; 0 ; 2 −−C ، ( )1 ; 2 ; 3D ي و�)ا��5. )P    

043 :  $#د�.Z  ا�1ي  =−− zx     .   
) ا��5.�ي  )P �  :  ه

))  أ )BCDب                (( )ABCـU                    (( )ABD  

�ي .5�,� !�s#� ع#$> ( )P �  :  ه
))  أ )1 ; 2 ; 11nب           (( )6 ; 0 ; 22 −nـU          (( )1 ; 0 ; 23 −n  

 �N�<ا��5#"� ('� ا� D ي�) وا��5. )P !ه :  

)  أ
5
)                   ب10

10
)                       Uـ10

5
102  

  ) ��#ط 5(    :2	����  
( )nu !,� #د��  $�"� آ��� �'�#..   :  

 
2
5

0=u !$'�7 د��  n:  2 و � أ�U آ� 
3
2

1 +=+ nn uu  

) ارF,$  !" FS  .$# � و .�#�J                 ، ا��F'�.5 - أ   د�.Z ا�1ي  $#∆(

 xy )  وا��>9>! = )d ا���,� �Vا��� f +,�):  (ــ r ا��$�"�  ) 2
3
2 += xxf  

9�ر ا�^�ا�P و(�ون �5#ب ا��9ود- ب  � #� +,� �V  ، `)#5ا� FSل ا��#�$.S#) :  
 0u، 1u، 2u ، 3u4 وu .   

�ل ا	�# Y	g'� ا��..#�'� - Uـ� #<'�Q	 =v ( )nu #;)#ر�	و  .  

  n   ، 6≤nuأ�Z  � أ�U آ� ��د �7'$!   (�ه� (#�.�اU=-أ

( )   ,  ,  ;  kjiO

( )  ,  ; jiO

x 2− ∞+
( )xK ′

14 51 −− e( )xK

−

0

0
+0
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) 	�9` أن -  ب )nu ا��ة@.  .  

) ه� -  Uـ )nu 0.)#Uر(� ؟  (ّ�ر إ#�. .  

=−    n : 6 �[=  � أ�U آ� ��د �7'$!  nn uv  
) أb�a أن -   أ )nv<ول   ..#�'� ه�  .�L,N� �'S 	$''� أS#S;# و�ّ�ه# ا

��#رة - ب L.اآ nu ��*�) n /.<.Sا Fa 
∞+→n nu  lim.     

  ) ��#ط 5(    :3	����  

��اد ا���آ��  �� ��� ا���  !"c  ل�    :zا��$#د�� ذات ا���;

    0 62 
2 =−−+ iizz  ) $��� �7ح ا�45ال �.+ �.�#<+  = ا��>;#ج	�8 ��(  

J�#�.ا��.$# � وا�� F,$ب إ�+ ا���                   ،   "! ا��5.�ي ا���آL ا��>5
 N�<ا� ��.$��'. Aو  B  #ا�,.'� *��.#ه�izA += izB  و  2 22 −−= +,�   

 L'	�.ا�  . �'ّ�ωz �N�<ا� ���* ω آ@ ا��ا��ة�  ( )Γ �Nذات ا�� [ ]AB.   

  �8.�C ���&ذات ا� �N�<ا� Cz B'�  :
i
izC +

−=
1
4  

 - L.اآ Cz �N�<أن ا� b�aأ Fa ي����8 ا�Tا� +,� C إ�+ ا��ا��ة !�.<	 ( )Γ.   

)ا�1ي  �آ@SY (�ه� أن ��#رة ا�.Z)#T ا���#<�- أ )00 zMZ.�5� ،k( )0>k  

 Z.وزاو� θ �N�� �8) `"�� وا�1ي ( )zM �N�<ا� ( )zM   :  ه! ′′

 ( )0
θ

0  zzezz ik −=−′   
�ّ'� ا��N'$� وا�$>#�P ا���'@:  	�N'` - ب ���  : ا��$�ف (ــ Sة �,.9

      ( )izei z
i

2
12

2
1 3

π
+=+′  

   ) ��#ط 7(  :  4	����  

) ا��>9>!  )C ا��'#�! �,�ا�� �'V�.ا� �   ا���#(� ه
[ ا��$�"� �,+ ا���#ل g ا�$�د�� [∞+−  ; 1   

 !	l� #آ�  :( ) 133 23 −++= xxxxg  

   g (��اءة ('#�'� <�U �8ول 	g'�ات ا��ا�� -أ

) و�ّ�د  )0g وإ<#رة ( )
2
1g.   

�د ��د ��'�! - بUو �,� α#ل�ا�� �    

( )  ,  ; vuO

( )C
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  ] [
2
1 ; 0  `�9�  :( ) 0=αg   

) اS.>./ إ<#رة - Uـ )xg#ل�ا�� +,�] [∞+−  ; 1  

f #ل�ا�� +,�[ ه! ا��ا�� ا�$�د�� ا��$�"�  [∞+−  ; 1 !	l� #�) :  

( )
( )2

23

1

233

+
+++=

x
xxxxf �8'و� ( )Γ!�#'ا�� #;,'V�	 � #$.  F,$  !"   

[  � ا���#ل x 	�9` أ�Z  � أ�U آ� - أ [∞+−  ; 1 : ( ) ( )
( )31+

=′
x

xx g
f  

�ّ'� دون �5#ب - ب 
( ) ( )

α α
α

→ −
−

x x
x ff

 lim #'�#') ��'.<و"�5ّ ا� .  

):  ا�U - L5ـ )
> −→ 1

 lim
x

xf   َو  ( ) ( )[ ]
∞+→

+−
x

xxf 1  lim   #'�#') �'.�'.<و"�5ّ ا�.  

   . �U �8> fول 	g'�ات ا��ا�� - د

 1pl� 26.0≈α.  
�ّ'�  �ور - أ ( )αf +210 إ�−.   

) ارFS ا��>9>! - ب )Γ.   

) اآ.L - أ )xf  �8Tا� +,� :( )
( )21+

++=
x

xx b
af B'�  a و b   

��دان ��'�'#ن  .  
�ّ'� - ب F ا���,� �',P��,+ ا���#لf ا��ا�� ا] [∞+− ) وا�.! 	�9` 1 ;  ) 21 =F  
  

�ق �� ا������ت �ل �������� ����دة ��ا�
�
!�  �� آ��ب ا���  

  ) أ#��ذ �	���', 0�0, /
�ر و-', ��+� ( ��اب ��را�)'& : ا$#��ذ 

ز'�دة /�?   ، 2008ا�:��6�ر'�ت ا���89, ��ان ��6ب �5 �4�ل �
�3 ا�

� Aذ��B ر'�ت�ا�:�6 &� �Cل /)د ه���4 ?�/ �
�E' :  

 ,�F��و،ا�� ,��GH
   2008ا���F�G, ��ان  ا�

�ق �� ا�G'����ت �Iدرة /& 
��, دار ا�B)ي /�& ����, آ� آ�J ا�:L�  

( )  ,  ; jiO


